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Chapter 6：微分方程

可分离变量微分方程

齐次微分方程

一阶线性微分方程

伯努利方程（n 阶非线性微分方程）
总结

习题类型

Chapter 7：积分的应用
求两曲线之间所夹的面积

求体积

求弧长

求旋转体的表面积

求功

求矩，重心和质心

求流体压强和流体作用力

Chapter 8：积分技巧，洛必达法则及反常积分
基础换元方法

分部积分法

多次幂三角积分法

三角换元法

有理分式积分法

查表法（这个不多说，就是查表）

不定式和洛必达法则

反常积分

Chapter 9：无穷级数\
序列

级数及其敛散性

积分判定法 & p-series
级数比较

交错级数

比例判定法 & 求根判定法
泰勒多项式和近似（函数上）

幂级数（级数上）

用幂级数表示函数（联系函数与级数）

泰勒和麦克劳林级数



数列收敛判断方法总结

无穷级数收敛判断方法总结

发散无穷级数的性质

收敛无穷级数的性质

函数与级数

Chapter 10：圆锥曲线，参数方程和极坐标\
圆锥曲线和微积分

平面曲线和参数方程

参数方程和微积分

极坐标和极坐标下的几个经典图形

极坐标下的面积和弧长

极坐标下的圆锥曲线和开普勒定律

Chapter 11：向量和空间几何
平面中的向量

空间坐标系和空间中的向量

向量点乘（dot product/scalar product/inner product）
向量叉乘

空间中的直线和平面

空间中的曲面

其他三维空间建系方法及相关计算

Chapter 12：向量函数
向量值函数

向量值函数的微分和积分

速度和加速度 & 斜抛运动
切向量 & 法向量
弧长和曲率

总结

Chapter 13：多变量函数
多变量函数简介

极限和连续

偏导

微分

多变量的链式法则

方向导数和梯度

切平面和法线

两变量函数的极值

两变量函数极值的应用

拉格朗日乘子法

Chapter 14：重积分



学习本教材的目的是：

前 5 章内容分别为：微积分前置知识，极限，微分，微分的应用，一些常见的指对数和超
越函数介绍。内容较为简单，因此这里不再详细展示。本笔记从第六章：微分方程的解法
开始。

Chapter 6：微分方程
本章最开始介绍了 Slope Field ，即一个函数的导数与其变量 x 和 y 相关，这种形式的方
程称为微分方程，我们可以通过取点在图上画出它的函数图像，而后可以通过欧拉法近似
的对它进行求解。而后又介绍了增长和衰减微分方程，这是微分方程的应用体现。接下来
的就是几种常见微分方程形式的解法，我们直接进入正题。此外，P443-444 有大量基础
习题可供练习。本章应用题未做。

可分离变量微分方程

齐次微分方程

多层积分与平面面积

二重积分与体积

基底变换：极坐标下的二重积分

质心与转动惯量

二重积分求解表面积

三重积分及其应用

圆柱坐标系和球坐标系下的三重积分

基底变换的新方法：Jacobian 矩阵
Chapter 15：向量分析（向量场，线积分和平面积分）\

向量场

线积分

保守向量场（conversative vector fields）和独立路径（independent path）
格林公式

曲面的参数表示

曲面积分

线积分和面积分公式总结

高斯散度定理（Divergence theorem）
斯托克斯定理 (Stokes's theorem)
总结

1. 掌握微积分基础知识
2. 巩固计算能力

对形如M(x) + N(y) dy
dx

= 0的式子：进行分离变量，然后两边同时积分，得到一个不定积
分



一阶线性微分方程

伯努利方程（n 阶非线性微分方程）

对具备f(tx, ty) = tnf(x, y)特性的函数，我们称之为齐次函数。

一个包含齐次函数的微分方程y′ = f(x, y)或M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0，可以通过换元，
令u = y

x。

此时y = ux，那么y′ = u′x + u。用u替换f(x, y)中的 y
x；用u′x + u替换y′，可以得到一个

关于u和x的可分离变量的微分方程，然后遵循前一条的方法进行积分。得出结果后用 y
x替

换掉u

形如 dy
dx + P(x)y = Q(x)，P(x)和Q(x)都是关于 x 的连续函数，这种形式被称为标准形。

对于一个线性微分方程，我们需要先将其转化为标准型，得到P(x)和Q(x)。然后：

首先我们对P(x)进行积分，得到u(x) = e∫ P(x)dx，u(x)被称之为 integrating factor

方程的通解是y = 1
u(x) ∫ Q(x)u(x)dx

这个结果的原因是：对 dy
dx

+ P(x)y = Q(x)左右同乘以u(x)后，式子的左边刚好是两个函
数的导数的形式(y ∗ u(x))′ = Q(x) ∗ u(x)，其中一个函数就是u(x)，而右边也对Q(x)同乘
了u(x)，因此对两边积分，就可以得到方程的通解（这是一个巧妙的小发现！但是我还不
知道为什么，以后总会知道的！）

注意：
求解的时候，要注意常数项在积分后的括号里，不要漏掉它了

在求解应用的时候，可以注意一下限制条件，有条件的去除绝对值符号

此外，求u(x)那个不定积分时，不需要带常数

应用包括（课本 P441，445-446 面有较多的应用习题）
混合物问题

空气阻力问题

RL 电路电流求解问题

可以降阶到 1 阶线性
形如y′ + P(x)y = Q(x)yn

n=0 时，为一阶线性微分方程
n=1 时，为可以分离变量的微分方程
其他阶次时，推导如下：

1. 首先对两边同时乘以y−n，可以得到：y−ny′ + y1−nP(x) = Q(x)

2. 然后对两边同时乘以1 − n，可以得到(1 − n)y−ny′ + (1 − n)y1−nP(x) = (1 − n)Q(x)

3. 然后我们可以发现，最左边的那一项，其实就是(y1−n)′，因此我们可以将其化成
(y1−n)′ + (1 − n)P(x)y1−n = (1 − n)Q(x)

4. 观察上面那个式子，其实他是(y1−n)′的一阶线性微分方程，对这个方程，其
P1(x) = (1 − n)P(x)

Q1(x) = (1 − n)Q(x)

然后可以用之前的方式计算它的通解，只不过这里需要把y替换为y1−n



总结

习题类型

Chapter 7：积分的应用
本章的重点在于计算

求两曲线之间所夹的面积

求体积

可分离变量的微分方程的通解求解

slope field 的绘制（先确定几个坐标点处的斜率，然后再绘制图像）
一阶线性微分方程的通解求解

齐次微分方程的通解求解

伯努利微分方程的通解求解

证明某个函数是某个微分方程的通解，并且求它的特解

几个应用模型

注意哪条曲线在上，哪条在下

可以选择不同的切割方法

圆盘法：部分立体图形需要借助一些几何关系，而不只是题目所给的函数
基础旋转

绕非 x 轴旋转
两曲线之间相夹部分旋转

绕 y 轴旋转
横切和纵切，寻找立体图形的几何关系



求弧长

求旋转体的表面积

求功

易错点
图形搞错

上下界搞错

计算不仔细

部分体积做题时容易忽略

应当刷题巩固

壳层法

ds = √dx2 + dy2 =√(dx2)(1 + ( dy
dx )2) =√1 + ( dy

dx )2dx = √1 + y′dx

ds = √dx2 + dy2 =√(dy2)(1 + ( dx
dy

)2) =√1 + ( dx
dy

)2dy = √1 + x′dy

dS = 2πrds

如果r是关于 x 的函数f(x)，那么dS = 2πf(x)√1 + y′dx

否则，dS = 2πf(y)√1 + x′dy



求矩，重心和质心

力为常量：W = Fx

力为变量：W = ∫ b

a F(x)dx

三种常见的力学定律
弹力定律：F = kd

引力定律：F = k m1m2

d

库仑定律：F = k
q1q2

d

矩：Moment = mx

对于一维平面：
关于源点的矩：M0 = m1x1 + m2x2+. . . +mnxn

质心：x̄ = M0

m

对于二维平面，且平面质量密度为 1：
关于 x 轴的矩：Mx = m1x1 + m2x2+. . . +mnxn

关于 y 轴的矩：My = m1y1 + m2y2+. . . +mnyn

质心 x 坐标：x̄ = Mx

m

质心 y 坐标：ȳ = Mu

m

需要解释的是，在矩的计算过程中的xn和yn并不是普通的而坐标，而是x轴上该坐标和源
点轴的距离。譬如关于x = 3的矩中，x1 = x − 3

对于一块夹在f(x)和g(x)中的平面，且平面质量密度为ρ

首先，要求矩和质心，我们需要知道 3 个值
总质量

x 轴上，单个单位的质量与相对距离的积的和
y 轴上，单个单位的质量与相对距离的积的和

因此我们需要将问题拆解为几个步骤：
面积求解

总质量求解

单个单位的质量求解

单个单位与对称轴的相对距离求解

单个单位面积的矩求解

该平面的总质量=密度 * 面积，也就是m = ρA = ρ ∫ b

a
f(x) − g(x)dx

对 x 轴：
x 轴上xi处的质量 mi = ρdA = ρ(f(xi) − g(xi))dx

x 轴上xi处的矩 = mixi = ρ(f(xi) − g(xi))xidx

x 轴上的矩的大小为Mx = ∫ b

a ρ(f(x) − g(x))xdx

关于 x 轴的质心为：x̄ = Mx

m

对 y 轴：
xi处的质量与 x 轴的情况下相同，mi = ρdA = ρ(f(xi) − g(xi))dx

y 轴上yi处的矩 = miyi = ρ(f(xi) − g(xi)) f(xi)+g(xi)
2

dx



求流体压强和流体作用力

Chapter 8：积分技巧，洛必达法则及反常积分
本章的重点在于计算

基础换元方法

y 轴上矩的大小为My = ∫ b

a
ρ(f(x) − g(x)) f(x)+g(x)

2 dx

关于 y 轴的质心为：ȳ =
My

m

液体压强P = wh，其中w是单位体积的液体密度，h是深度

流体作用力的大小F = PA = whA，其中 P 是压强，A 是面积
当物体横跨不同深度时，情况如下：

这其中的变量有多个：
深度

面积

我们需要对不同深度下的压强微元进行积分，我们将

当前微元所在的深度表示为h(yi)

为什么直接用yi作为深度，是因为如果 y 轴向上建系，那么水下的yi是个负
数，深度h是个正数，所以通常h(yi) = −yi

当前微元的长度为Lyi

当前微元的宽度为dy

那么两个变量的值分别为：
深度h(yi)

面积L(yi)dy

那么当前微元的压强为dP = wh(yi)L(yi)dy

那么总的压强为P = ∫ d

c wh(y)L(y)dy

比较下列三种的解法差别：
∫ 4

x2+9
dx：该式子基于arctan x

3  的导数，稍作变换即可
∫ 4x

x2+9
dx：使用换元法，令u = x2 + 9，则du = 2xdx，即可求解

∫ 4x2

x2+9
dx：将4x2拆分为4(x2 + 9) − 36，然后将式子改为∫ 4dx + ∫ −36

x2+9
dx，然后用

第一个式子的积分方法

利用反三角函数的导数换元：形如a2 − u2，利用 (arcsinx)′ = 1
1−x2

分式转化，如将 1
1+ex 转化为1 − ex

1+ex

利用基本的换元法

使用三角函数的基本性质换元
sec2 x = tan2 x + 1

sin2 x + cos2 x = 1



分部积分法

cos 2x = 2cos2x − 1 = cos2x − sin2x = 1 − 2sin2x

一些重要的积分公式（可以参见课本 P523）

基于(uv)′ = u′v + v′u

因此 uv = ∫ u′v + ∫ v′u，因此可以得到∫ udv = uv − ∫ vdu

两项重要考点
找准u和v

使用多次分部积分来求解f n(x)的积分问题，尤其是高次幂三角函数中的积分问题

重要的积分表

使用 Tabular Method 解决问题（参见课本 P532）



多次幂三角积分法

For more information on the tabular method, see the article “Tabular Integration
by Parts” by David Horowitz in The College Mathematics Journal, and the
article “More on Tabular Integration by Parts” by Leonard Gillman in The
College Mathematics Journal. To view these articles, go to the website
www.matharticles.com.

sinx和cosx一族
∫ sinm(x) cosn(x)

重要公式
sin2(x) + cos2(x) = 1

4 种情况
m 为奇数，n 为偶数

拆一个sin(x)出来，其他的用(sin2(x))k替代

将sin2(x)用1 − cos2(x)替代

m 为偶数，n 为奇数
拆一个cos(x)出来，其他的用(cos2(x))k替代

将cos2(x)用1 − sin2(x)替代

m，n 均为偶数
sin2(x) = 1−cos(2x)

2

cos2(x) = 1+cos(2x)
2

只有cos(x)或sin(x)且次数为偶数
不断地利用倍角公式降次：

http://www.matharticles.com/


三角换元法

cos2(x) = 1+cos(2x)
2

sin2(x) = 1−cos(2x)
2

只有cos(x)或sin(x)且次数为奇数怎么办？不知道。。。

m=n=1 时的几种情况：

tanx和secx一族
∫ secm(x)tann(x)

5 种情况
m 为偶数且为正

拆出一个sec2(x)作为tanx的导数，其他的sec2(x)转化为1 + tan2(x)

n 为奇数且为正
拆出一个secx tanx，其他的tan2(x)转化为sec2(x) − 1

无tanx且 m 为奇数且为正
使用分部积分法（上一节）

无secx且 n 为奇数且为正
拆出一个tan2(x)，将其转化为sec2(x) − 1，对剩余的部分继续这样转化

上述没有一个符合->转化为sin和cos，然后根据其规律求解

cotx和cscx一族（本书未详细讲述这一点，该知识点可以参考《Calculus with Analytic
Geometry》和《Thomas Calculus》

三种常见分母（最后利用三角形进行还原工作）
√a2 − u2：利用恒等式cos2 θ = 1 − sin2 θ，令u = a sin θ

√a2 + u2：利用恒等式sec2 θ = 1 + tan2 θ，令u = a tan θ

√u2 − a2：利用恒等式tan2 θ = sec2 θ − 1，令u = a sec θ

另外三种常见分子：（教材 P549）



有理分式积分法

查表法（这个不多说，就是查表）

不定式和洛必达法则

反常积分

学完这章后完成 Chapter 7-8 的习题，并完善笔记

Chapter 9：无穷级数*

应用

求解弧长

比较流体作用力

不定式
0/0 型和 ∞

∞

其他形式：转化为上述两种

对分子分母求其导数的极限，如果其导数还是不定式，就继续求导，直到其为非不定式为
止

注意：慎用！很多不定式可能越求导越复杂！

函数可能不是连续的，中间有无穷间断点，那么我们就不能直接对整个定义域求积分，求
出来的值是不正确的。需要将其划分为多个段，分别求积分

对于包含无穷间断点的定义域，求积分的方法是：将无穷间断点替换为常数，求解其积
分，然后取 lim

c→∞

一个重要的反常积分，涉及到 1
xp 函数的敛散性



边学习边完成习题

序列

数列极限的定义 & 数列敛散性的定义
设现有一实数 L，数列极限为 L 可以用如下定义表示

lim
n→∞

an = L

判定序列的敛散性
假设对于任意的 ϵ，都有一正数 M，当 n > M 时，总有 |an − L| < ϵ。如果这个 L
存在，那么我们说数列收敛到 L；否则就说数列发散。
几何特征：当数列收敛到 L 时，当 n > M 时，an 的值就在 L − ϵ 和 L + ϵ 之间

数列极限和函数极限的联系

一个重要的函数极限

还有一个重要的数列极限比较

lim
n→∞

kn

n!
= 0

也就是说阶乘函数的增长速率笔任何指数函数都快。

lim
x→∞

(1 +
1
x

)x = e

自然语言定义
如果在正整数 n 上，an 和 f(n) 的值都相同，并且当 x → ∞ 时函数 f(x) 收敛
到 L，那么当 n → ∞ 时，数列也收敛到 L

数学语言定义
设存在 L ，和一函数 f(x)

当 limx→∞ f(x) = L，且对于每个正整数 n 都有 an = f(n)

那么 lim
n→∞

an = L

应用
判断数列是否收敛：寻找和该数列对应的函数极限，如果该函数极限存在，那么
该数列收敛，否则就不收敛

夹逼准则：如果两个数列 an 和 bn 夹着一个数列 cn，如果这两个数列的极限都
是 L，那么数列 cn 的极限也是 L

夹逼准则应用：判断一个数列是否收敛，并且找到它的极限

使用放缩法确定夹住该数列且收敛到同一极限的两个数列

数列极限的性质
数列的加减乘除和数乘会带来数列极限的加减乘除和数乘

设现有数列 an，如果它的绝对值数列 |an| 收敛到 0，那么这个数列收敛到 0 （注意
不是 L，因为 |an| 和 −|an| 是关于 x 轴对称的，如果他们收敛的话，极限一定是 0）

证明：使用夹逼准则



级数及其敛散性

因为 −|an| ≤ an ≤ |an|，而因为 |an| 收敛到 0，而 −|an| 收敛到 0
那么数列 an 收敛到 0

单调序列和有界序列的性质及利用

收敛无穷级数的定义

无穷级数：无穷序列的累加和

如果无穷级数的累加和发散，那么该序列发散

几何级数的性质

注意：级数是否收敛和从第几项开始计数无关，因为前面几项的和是常数项

公式（a ≠ 0）

∞

∑
n=0

arn = a + ar + ar2 + ⋯ + arn

敛散性判断
条件 1：当 |r| > 1（arn+1 不能省略不计，因为 |r| > 1）

因此

Sn =
a(rn+1 − 1)

r − 1

我们将 (rn+1 − 1) 除以 r − 1

rn+1 − 1 = (r − 1)(rn + rn−1 + …)

那么

Sn = rn + rn−1+. . .

因此，如果 |r| > 1，那么 Sn 没有边界，因此该无穷级数发散

Sn = a + ar + ar2 + +̇arn

rSn = ar + ar2 + +̇arn + arn+1

(r − 1)Sn = arn+1 − a = a(rn+1 − 1)

条件 2：当 |r| < 1 时（arn+1 因为过小，可以省略不计）

那么

Sn =
a

1 − r

该无穷级数收敛

Sn = a + ar + ar2 + arn

rSn = ar + ar2 + arn

(1 − r)Sn = a



积分判定法 & p-series

条件 3：当 |r| = 1 时

Sn = a + a + ⋯ + a = na

当 n → ∞, Sn → ∞，因此该无穷级数发散

总结

对于无穷级数 Sn = ∑∞
n=0 ar

n

当 |r| < 1 时，无穷级数收敛
当 |r| ≥ 1 时，无穷级数发散

无穷级数的性质：对无穷级数加、减、数乘的结果，就等于分别对其极限做加、减和数乘

使用 n-th test  判断无穷级数的敛散性
如果一个无穷级数收敛，其第 n 项的极限必须为 0

注意：这是个等价命题，也就是说由如果一个无穷级数收敛，其第 n 项的极限必
须为 0；那么如果一个数列其第 n 项的不极限为 0，其一定发散。

原因：如果一个无穷级数收敛，代表当 n → ∞ 时，其 Sn 和 Sn−1 都相同，那么也就
是说 an 的极限为 0

使用积分判定法，确定无穷级数的敛散性

积分判定法和后面的一些判定法是针对正项级数的（也就是级数里面的项都是正数）

如果一个数列和一个函数的每一项都相同，并且这个函数当 x ≥ 1 时为正、递减、连
续，那么 ∑∞

1 an 和 ∫ ∞
1

f(x)dx 的敛散性相同
原因：无穷级数实际上就是间隔为 1 的函数的黎曼和
证明

先假设数列 an 和 f(x) 的每一项都相同，且函数 f(x) 递减，并且当 x → ∞

时，f(x) → L

现有两个西格玛的和 ∑n
i=2 f(i) 和 ∑n−1

i=1 f(i)

Σn
i=2f(i) = f(2) + f(3) + ⋯ + f(n)

Σn−1
i=1 f(i) = f(1) + f(2) + ⋯ + f(n − 1)

因为函数 f(x) 递减，因此 f(1) > f(n)。又因为我们要估计的是 ∫ ∞
1

f(x)dx，根
据面积关系，存在如下不等式

n

∑
i=2

f(i) ≤ ∫
∞

1
f(x)dx ≤

n−1

∑
i=1

f(i)

设 Sn = ∑n
i=1，那么存在如下关系式



n

∑
i=2

= Sn − f(1)

n−1

∑
i=1

= Sn−1 = Sn − f(n)

因此存在如下不等式

Sn − f(1) ≤ ∫
∞

1
f(x)dx ≤ Sn−1 = Sn − f(n)

因为 ∫ ∞
1 f(x)dx 收敛到 L，那么存在 Sn ≤ L + f(1)，那么 Sn 递减且收敛；同

时收敛得证

此外，如果 ∫ ∞
1 f(x)dx 发散的话，那么其值为 ∞，因为 Sn > ∫ ∞

1 f(x)dx + f(n)

，那么 Sn 也为 ∞；同时发散得证

积分判定法的应用：p 级数和调和级数敛散性判断

再次提示，在使用积分法判断级数敛散性时，可以从任意一个常数开始（因为 n = 1

时可能存在无定义的情况，如 1
n lnn）

p-series

∞

∑
n=1

1

np
=

1

1p
+

1

2p
+ ⋯ +

1

np

p-series  中 p = 1 的一个特殊形式：调和级数

∞

∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ ⋯ +

1

n

调和级数的通用形式

∞

∑
n=1

1

an + b

调和级数的作用：音乐中的和弦

利用积分判定法判断 p-series  敛散性
回顾： p-series  的格式如下

∞

∑
n=1

1

np

普通方法判断敛散性
因为函数 f(x) = 1

xp  和该数列的每一个正数项都有同样的值，因此现在有两
个求和函数



n−1

∑
n=1

f(i) = f(1) + f(2) + ⋯ + f(n − 1)

n

∑
n=2

f(i) = f(2) + f(3) + ⋯ + f(n)

下面我们需要分别判断几种情况

p = 1 时，为调和级数
0 < p < 1 时
p > 1 时
p = 0 时
p < 0 时

p = 1 时：函数 f(x) = 1
x  递减，因此 an = 1

n  也递减。下面我们要证明级
数 Sn 收敛

因为存在 f(1) > f(n)，那么存在不等式

n

∑
n=2

f(i) < ∫
∞

1

f(x)dx <
n−1

∑
n=1

f(i)

因为

n

∑
n=2

f(i) = Sn − f(1)

n−1

∑
n=1

f(i) = Sn−1 = Sn − f(n)

那么

Sn − f(1) < ∫
∞

1

f(x)dx < Sn − f(n)

根据反常积分的计算

∫
∞

1
f(x)dx = ∫

∞

1

1

x
dx = lim

b→∞
(lnx|b1) = ∞

该积分发散

因为

Sn > f(n) + ∫
∞

1
f(x)dx = ∞

因此该无穷级数发散

0 < p < 1 时：当 x ≥ 1 时，函数 f(x) = 1
xp > 1

x
，根据上面的推理，可以

知道这里 Sn = ∞，该无穷级数发散

p > 1 时：函数 f(x) = 1
xp  递减

根据上述的推理，我们只需要判断其积分式子是否为一个常数值，如果
是，那么该级数收敛



级数比较

适用于级数长得不是很好看，但是和一些比较简单的级数又有一些相似度的情况。譬如
1

2n  和 n
2n 。依然要注意的是，我们的比较可以从某个常数项开始，不需要非要从第一个序

号开始。

积分式子为

∫
∞

1

f(x)dx = ∫
∞

1

1
xp

dx = lim
b→∞

x−p+1

−p + 1
|b1 = lim

b→∞
(
b−p+1

−p + 1
−

1
−p + 1

) =
−

−p

这个积分是一个常数，该级数收敛！

p = 0 时，f(x) = 1，这个级数不收敛

p < 0 时，f(x) = x−p，这里 −p 为正，这个级数不收敛

积分法判断敛散性
p = 0，原式为 f(x) = 1，级数发散

p = 1，原式为 f(x) = 1
x，积分后为 F(x) = lnx，当 b → ∞ 时，值趋近于

无穷，发散

0 < p < 1 时，原式为 f(x) = 1
x < 1

xp ，发散

p > 1 时，积分如下，收敛

∫
∞

1
f(x)dx = ∫

∞

1

1

xp
dx = lim

b→∞

x−p+1

−p + 1
|b1 = lim

b→∞
(
b−p+1

−p + 1
−

1

−p + 1
) =

−1

−p + 1

p < 0 时，为幂级数，发散
总结

p > 1 时收敛
0 ≤ p ≤ 1 时发散
p < 0 时发散

直接比较法

重点：找个长得比较像的简单相似数列（如几何级数、幂级数、 p-series 、或者 p-
series  中最经典的调和级数）。比较常用的级数寻找方法是去掉该级数中所有的数
乘和加法项，还原到只有根式的情况。

设存在

0 ≤ an ≤ bn

如果 bn 收敛，那么 an 也收敛
如果 an 发散，bn 也发散

极限比较法

当一个级数长得像几何级数或者 p-series  ，但是使用直接比较法又得不出什么有效
的结论，这个时候你就需要动用极限比较法



交错级数

回顾，将两个函数 f(x) 和 g(x) 的极限进行比较

lim
x→x0

f(x)

g(x)

如果这个结果为 1 ，说明 f(x) 是 g(x) 在 x → x0 时的等价无穷小，说明两个函
数趋近于 0 的速度一样快
如果这个结果为常数 c，说明是同阶无穷小
如果这个结果是 0，说明 f(x) 是 g(x) 在 x → x0 时的高阶无穷小，说明当
x → x0 时，f(x) 趋近于 0 的速度比 g(x) 快得多
如果这个结果是 ∞，说明 f(x) 是 g(x) 在 x → x0 时的低阶无穷小，说明当
x → x0 时，g(x) 趋近于 0 的速度比 f(x) 快得多

极限比较法，顾名思义也就是比较两个级数的极限，假设 an > 0 且 bn > 0（都是正
项级数），公式如下

lim
n→∞

an

bn
= L

并且 L 不是 ∞ 且为正数，那么这两个极限同时收敛或发散
证明

我们对原公式进行一些变形，当 n → ∞ 时

0 < an = Lbn < (L + 1)bn

根据直接比较法，我们可以看到，如果 ∑ bn 收敛，那么 ∑ an 收敛
反之，如果 an 发散，那么 bn 发散
将原极限式子改写为

lim
n→∞

bn

an
=

1

L

改写过后可以推导出同样的结论

交错级数的特征：数列中的项正负号交替，形如以下结构

n

∑
1

(−1)nan

或者

n

∑
1

(−1)n+1an

使用交错级数测试判断无穷级数收敛性
交错级数的收敛条件有 2 个

lim
n→∞

an = 0



an+1 ≤ an

交错级数收敛条件证明

证明时遇到无法判断前后项大小的情况，需要进行一系列的变换，然后再进行判
断

要证明一个级数收敛，那么其必须存在一个极限 L
我们要证明的是在 lim

n→∞
an = 0 且 an+1 ≤ an 的情况下，级数存在极限 L

我们将 S2n 表示如下

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + (a5 − a6) + ⋯ + (a2n−1 − a2n)

该级数又可以表示为

S2n = a1 − (a2 − a3) − (a4 − a5) − ⋯ − (a2n−2 − a2n−1) − a2n

又因为存在 an+1 ≤ an，因此括号中的每一项都是正数，那么存在

S2n ≤ a1

因此 S2n 是一个有界且递减的序列，我们设其收敛到 L，因为

lim
n→∞

S2n−1 = lim
n→∞

S2n + lim
n→∞

a2n

又因为

lim
n→∞

a2n = 0

因此

lim
n→∞

S2n−1 = lim
n→∞

S2n + lim
n→∞

a2n = L + 0 = L

因为 S2n−1 的极限和 S2n 的极限相同，那么我们可以推得 lim
n→∞

Sn = L

交错级数收敛得证

收敛交错级数的余项
无穷级数的和（算不出来）我们用 S 表示，Sn = ∑n

n=1 an

S 和 Sn 的值是有差距的，当 n 足够大时，我们可以用 Sn 近似表示 S，其差值我们
用一个余项 RN  来表示
定理：如果一个交错级数收敛 (−1)NaN（满足两个条件）到 L，那么其余项的绝对
值小于 aN+1，也就是

|S − SN | = |RN | ≤ aN+1

推导如下



比例判定法 & 求根判定法

RN = S − SN = (−1)N+1aN+1 + (−1)N+2aN+2 + (−1)N+3aN+3 + …

= (−1)N+1(aN+1 − aN+2 + aN+3 + …)

|RN | = aN+1 − aN+2 + aN+3 − aN+4 + …
= aN+1 − (aN+2 − aN+3) − (aN+4 − aN+5) − ⋯ < aN+1

有正有负的非交错级数的收敛判断

注意：这条结论反过来就不行，也就是说 ∑n
n=1 an 收敛不一定代表着 ∑ |an| 收敛

（如交错调和级数）。这样的情况称为条件收敛。

判断其绝对值级数 ∑n
n=1 |an| 是否收敛，如果该无穷级数收敛，那么该级数本身收敛

证明
我们的目的是通过 |an| 收敛（有一个极限），证明 an 收敛（有一个极限）
我们将 an 写成 (an + |an|) − |an|，我们首先证明 an + |an| 收敛，因为 |an| 收
敛，因此 lim

n→∞
|an| 存在极限 L

因为 0 < an + |an| < 2|an|，且 lim
n→∞

2|an| = 2L

an + |an| 必然收敛，又因为 |an| 存在极限 L，因此 an 必然存在极限 L

对无穷级数的项进行重新排序
如果这个无穷级数是绝对收敛，那么排序后和不改变

如果这个无穷级数是条件收敛，那么排序后和改变

无穷级数敛散性的比例判定法（ ratio test ）
对于项不为 0 的数列
绝对收敛

lim
n→∞

|
an+1

an
| < 1

证明
假设

lim
n→∞

|
an+1

an
| = r < 1

那么存在

|an+1| < r|an|

|an+2| < r|an+1| = r2|an|

|an+3| < r|an+2| = r3|an|
…

因此从第 n 项开始的无穷级数为



∞

∑
n=1

|aN+n| = |aN | + |aN+1| + |aN+2| + ⋯ + |aN+n| < |aN | + r|aN | + r2|aN | + r3|a

又因为后者为几何级数，当 |r| < 1 时收敛
那么根据绝对收敛的条件，当绝对无穷级数收敛时，该级数本身也收敛

发散

lim
n→∞

|
an+1

an
| > 1

或

lim
n→∞

|
an+1

an
| = ∞

不好判断

例如：
∑ 1

n
 发散而 ∑ 1

n2  收敛

lim
n→∞

|
an+1

an
| = 1

无穷级数敛散性的求根判定法（ root test ）

该方法适用于数列通项中存在 n 次幂的结构，以及用 ratio-test  不太好解的情
况。 同样是 3 条结论
假设现有级数 ∑ an

收敛

lim
n→∞

n√|an| < 1

发散

lim
n→∞

n√|an| > 1

或

lim
n→∞

n√|an| = ∞

不确定

在任何情况下， root-test  都无法判断 p-series  的敛散性

lim
n→∞

n√|an| = 1

无穷级数的敛散判定过程总结

第 n 项是否趋近于 0，如果不是，该级数发散



泰勒多项式和近似（函数上）

注意：这个近似多项式是在某一点附近近似，并不是在整个定义域上近似

这个级数是否是几种特殊类型级数：几何级数、 p-series 、裂项求和级数，或者交
错级数

积分测试、比例测试、求根测试能用吗

这个级数能和一些特殊级数进行直接比较或者极限比较吗？

无穷级数的多个敛散判定方式总结

初等函数的多项式近似



设现有一个函数 f(x)，该函数比较复杂，我们无法直接看出它的特性；现在我们想
要找到一个多项式函数 P(x)，让该多项式在某点 x = a 附近接近该函数
首先我们想让 x = a 时 P(a) = f(a)，那么我们可以构造一个线性函数，该函数在该
点和 f(x) 相切。那么该点处的切线斜率为 f ′(a)，其值为 f(a)。公式如下

P(x) − f(a)

x − a
= f ′(a)

那么 P(x) 为

P(x) = f ′(a)(x − a) + f(a)

但是一阶近似我们觉得不满足，我们还想让 P ′′(a) = f ′′(a)，也就是两函数在该点的
二阶导数也相同，那么我们就需要用二次函数 P(x) = ax2 + bx + c 来表达，这个二
次函数需要同时满足一阶导相等和二阶导相等的特点

如果说我们对二阶近似也不满意，想用三阶近似？甚至我们对三阶近似还不满意，想
要用更高阶的近似多项式？那么方法同理，构造更高阶的函数，来近似表达它

例如
我们想要找到 f(x) = ex 在 x = 0 这一点的近似多项式
f(x) = ex 性质：在 x = 0 这一点的所有值（包括函数值、高阶导）都为 1
线性近似

设 P(x) = ax + b，我们需要 P(0) = 1，那么 b = 1；又因为 P ′(0) = 1，因
此 a = 1，那么 P(x) = x + 1，或者说 P(x) = P ′(0)x + P(0)

二次函数近似
设 P(x) = ax2 + bx + c，我们需要 P(0) 到 P (3)(0) 都为 1
对 P(x) 求多次导数，其结果如下

P(x) = ax2 + bx + c

P ′(x) = 2ax + b

P ′′(x) = 2a

我们想要的是

P(0) = 1

P ′(0) = 1

P ′′(0) = 1

而当 x = 0 时，存在如下关系

那么 a = 1
2 ，P(x) 的公式为

P(x) =
1

2
x2 + x + 1

P(0) = c = 1

P ′(0) = b = 1

P ′′(0) = 2a = 1

我们可以归纳如下



P(x) =
1
2!
x2 +

1
1!
x + 1

为什么是 2! 和 1!，是因为这里 2 和 1 分别是原公式和一阶导下，与 x 相关
联的最高次项

高阶近似多项式的通式：麦克劳林多项式和泰勒多项式

注意：麦克劳林多项式和泰勒多项式的结构相同，其主要的差别在于一个是 x = 0 附
近的多项式近似；另一个是 x = a 附近的多项式近似；从麦克劳林多项式到泰勒多项
式，只需要把 x 替换为 (x − a)，把 f(0) 替换为 f(a) 即可。后面所学的余弦公式总体
结构也类似，思想也类似，后期不再赘述；

x = 0 附近的高阶近似多项式推导（麦克劳林多项式）
设现有一个 f(x)，其最高次为 n。我们的目的是要找到最高次为 n 的多项式函
数 P(x)。P(x) 的形式如下

P(x) = a0x
n + a1x

n−1 + ⋯ + an−1x
1 + an

我们的目的是让 P(0) 到 P (n)(0) 的值都和 f(0) 到 f (n)(0) 相同
我们来观察一下 P(x) 的各阶导数的结构，以及它们和 f(x) 及其各阶导数的关
系

P(x) = a0x
n + a1x

n−1 + ⋯ + an−2x
2 + an−1x

1 + an

P ′(x) = na0x
n−1 + (n − 1)a1x

n−2 + ⋯ + 2an−2x + an−1

P ′′(x) = n(n − 1)a0x
n−2 + (n − 1)(n − 2)a1x

n−3 + ⋯ + 2an−2

…

P (n−1)(x) = n(n − 1) … (2)a0x + (n − 1)(n − 2) … (2)a1

P (n)(x) = n!a0

我们需要满足的是 x = 0 时 f(x) 的各阶导数和 P(x) 的各阶导数相同
根据前文推理可得，当 x = 0 时，从 P(x) 到 P (n)(x)，留下的是

an = f(0)

an−1 = f ′(0)

2an−2 = f ′′(0)
…

(n − 1)(n − 2) … (2)(1)a1 = f (n−1)(0)

n!a0 = f (n)(0)

进行一下移向可得



an = f(0)

an−1 = f ′(0)

an−2 =
f ′′(0)

2!

a1 =
f (n−1)(0)

(n − 1)!

a0 =
f (n)(0)

n!

那么我们便推导出了 n 阶近似情况下 P(x) 的公式

P(x) =
f (n)(0)

n!
xn +

f (n−1)(0)

(n − 1)!
xn−1 + ⋯ +

f ′′(0)

2!
x2 + f ′(0)x + f(0)

高阶近似多项式拓展到 x = a（泰勒多项式）
前文我们推导出的公式只在 x = 0 下适用，这是因为当 x = 0 时，该导数常数部
分外的项全部消失；那么根据这个思想，我们可以将其扩展到 x = a 附近，只需
要将 x 替换为 (x − a) ，把 f(0) 替换为 f(a) 即可

P(x) =
f (n)(a)

n!
(x − a)n +

f (n−1)(a)

(n − 1)!
(x − a)n−1 + ⋯ +

f ′′(a)

2!
(x − a)2 + f ′(a)(x − a)

皮亚诺余项和拉格朗日余项

关于泰勒余项，可以参考这个油管视频：泰勒展开续集——拉格朗日余项如何推导？
有何含义？ (youtube.com) 推导过程比较长，这里就不展示了。此外，集中余项的详
细介绍可以参考这里：七、泰勒公式与泰勒级数 (drhuang.com)

余项的由来

因为我们在多项式近似的过程中，只近似到 n 阶导，那么我们近似出来的值与
实际的结果之间总是有误差的，这个误差也就是余项。衡量误差的方式各有不
同，皮亚诺和拉格朗日分别用了不同的办法来推导这个误差。

误差的衡量方法包括做差法和做商法

皮亚诺余项
皮亚诺适用做商法来衡量误差，其核心思想是将剩下未计算的高阶项和最后一项
的比值作为误差。要使近似的多项式和原函数接近，那么就需要让未计算的部分
尽可能地小

那么什么是尽可能地小呢？也就是远远小于多项式最后一项

比了以后发现只有当 x 无限趋近于 a 时，可以达到这个要求
皮亚诺将这个余项表示为 n + 1 次方的高阶无穷小，也就是

Rn = o((x − a)n+1)

拉格朗日余项（利用拉格朗日定理和柯西中值定理）

至于为什么证明的过程中常用拉格朗日余项而不是皮亚诺余项，可以参考这个知
乎回答：为什么证明题往往不使用皮亚诺余项的泰勒定理？ - Scarborough Fair

https://www.youtube.com/watch?v=kojggplZKkE
https://www.youtube.com/watch?v=kojggplZKkE
http://www.drhuang.com/chinese/science/mathematics/handbook/e371/e371.htm
https://www.zhihu.com/question/608435479/answer/3088966768


的回答 - 知乎

拉格朗日的目的也是用一个公式 Rn 来表达后面项，这个公式是一个具体的公
式，而不是一个高阶无穷小

首先，从 n + 1 次开始的项的格式如下

f (n+1)(a)

(n + 1)!
(x − a)n+1 +

f (n+2)(a)

(n + 2)!
(x − a)n+2 + …

拉格朗日从这个公式中发现所有的项都有一个 (x − a)n+1，那么就提取出了公因
式，研究剩下的部分

而他后来又发现当 x = a 时，除了第一项以外的其他的项都被消去
于是他利用拉格朗日公式和柯西公式推导出了下面这个余项公式（推导过程就偷
懒不写啦！）

Rn =
f (n+1)(z)

(n + 1)!
(x − a)n+1

四个经典的麦克劳林/泰勒公式近似
f(x) = ex 的麦克劳林近似

要注意该公式的特点为：系数 an = 1
n!

该函数的各阶高阶导数都是 ex，因此所有高阶导数的值都为 e0 = 1

因此

P(x) =
1

n!
xn +

1

(n − 1)!
xn−1 + ⋯ +

1

3!
x3 +

1

2
x2 + x + 1

f(x) = lnx 的泰勒近似（x = 1 附近）

要注意该公式的特点为：系数 an = (−1)n−1

cnn ，其中多项式围绕 x = c 点求解

首先 f(1) = ln 1 = 0

f ′(x) = 1
x，f ′(1) = 1

f ′′(x) = −1
x2 , f ′′(1) = −1

f ′′′(x) = 2
x3 , f ′′′(1) = 2

可以总结得出对于 f(x) = lnx，其导数存在如下形式

注意此处的 x 不是后面多项式 P(x) 中的 x（或许我应该换个字母，但是这
里我想表达的是 lnx 高阶导数的通用形式）

f (n)(x) =
(−1)n−1(n − 1)!

xn

那么系数 an 为

https://www.zhihu.com/question/608435479/answer/3088966768


an =
f (n)(x)

n!
=

(−1)n−1(n−1)!
xn

n!
=

(−1)n−1

xnn

将某个值 c 带入到其中可得

(−1)n−1

cnn

因此

此处是 x = c 附近的多项式近似

P(x) = (x − c) +
−1

2
(x − c)2 +

2

3!
(x − c)3 + ⋯ +

(−1)n−1

cnn
(x − c)n

f(x) = sinx 的麦克劳林近似

该系数的特点是：分母依然是阶乘，而分子中从 f (0)(x) 到 f (4)(x)，形成了一个
周期性的规律：0, 1, 0, −1。因此，sinx 的麦克劳林展开式中没有偶数项，而且奇
数项的分母是 1 和 -1 交替。

f(x) = sinx, f(0) = 0

f ′(x) = cosx, f ′(0) = 1

f ′′(x) = − sinx, f ′′(0) = 0

f ′′′(x) = − cosx, f ′′′(0) = −1

f (4)(x) = sinx, f (4)(0) = 0

因此公式如下

P(x) = x −
1

3!
x3 +

1

5!
−

1

7!
+ …

f(x) = cosx 的麦克劳林近似

该系数的特点是：分母依然是阶乘，而分子中从 0 阶导数到 4 阶导数，新城了一
个周期性的规律：1, 0, −1, 0。因此，cosx 的麦克劳林展开式中没有奇数项，而
且偶数项的分母是 1 和 −1 交替。此外，要注意的是 cosx 的展开式和 sinx 展开
式的系数变化刚好相反。

f(x) = cosx, f(0) = 1

f ′(x) = − sinx, f ′(0) = 0

f ′′(x) = − cosx, f ′′(0) = −1

f ′′′(x) = sinx, f (3)(0) = 0

f (4)(x) = cosx, f (4)(0) = 1

因此公式如下

P(x) = 1 −
1

2!
x2 +

1

4!
x4 −

1

6!
x6 + …



幂级数（级数上）

幂级数和复分析有关系，但是我暂时还没有学到复分析。

麦克劳林公式复习

P(x) =
f (n)(0)

n!
xn +

f (n−1)(0)

(n − 1)!
xn−1 + ⋯ +

f ′′(0)

2!
x2 + f ′(0)x + f(0)

理解幂级数定义

很多类型的函数都可以用幂级数表示。幂级数包括了麦克劳林级数和泰勒级数。

形如以下形式（围绕 x = 0）

∞

∑
n=0

anx
n = a0 + a1x + a2x

2 + ⋯ + anx
n + …

或以下形式的级数

∞

∑
n=0

an(x − c)n = a0 + a1(x − c) + a2(x − c)2 + ⋯ + an(x − c)n

找到幂级数的收敛半径和收敛区间

这里我一开始不能理解幂级数收敛是什么意思，直到我看了这个回答，并且回顾了
MIT Single Variable Calculus 的34 泰勒级数_哔哩哔哩_bilibili 和 35 期末复习_哔哩
哔哩_bilibili 两节课。

两个问题

可以参考这里：Calculus II - Power Series and Functions (lamar.edu)

数列、无穷级数、函数、泰勒和麦克劳林公式和幂级数之间有什么联系？

数列是一个离散的序列，从 n = 1 到 n = ∞，每一项是数列通项在该序号下的
值

无穷级数是数列中元素的和，其可以从 n = 1 开始计算，也可以从任意正整数开
始计算

函数和数列以及无穷级数的差别在于，它的定义域不是离散的，是连续的

泰勒和麦克劳林公式是函数在某一点附近的近似多项式函数
幂级数的项是无穷的，类似无穷级数，而其每一项都是 anxn；而其形式又类似
泰勒和麦克劳林公式

总结：幂级数本质上是一个无穷级数，而其形式酷似泰勒和麦克劳林公式。其区
别在于，泰勒和麦克劳林公式是一个函数在某一点附近的近似多项式函数，当展
开到某一节导数时，他们的项是有限的；而幂级数的项是无限的。这样，我们便
将多个内容联系了起来

https://math.stackexchange.com/a/1138826/1326289
https://www.bilibili.com/video/BV1mx411S7M3?p=34&spm_id_from=pageDriver&vd_source=85acf0a59ded02e4c75ae1158baca207
https://www.bilibili.com/video/BV1mx411S7M3?p=35&spm_id_from=pageDriver&vd_source=85acf0a59ded02e4c75ae1158baca207
https://www.bilibili.com/video/BV1mx411S7M3?p=35&spm_id_from=pageDriver&vd_source=85acf0a59ded02e4c75ae1158baca207
https://tutorial.math.lamar.edu/classes/calcii/powerseriesandfunctions.aspx


函数  泰勒和麦克劳林公式 (有限项)  幂级数（无限项） 

无穷级数  敛散性

某点周围近似
−→

是一种
−→

本质
−→

具有
−→

为什么要确定幂级数的收敛半径和收敛区间？

这里需要回到我们幂级数和函数之间的关系，幂级数是无限项的，但是如果在收
敛区间内，它的值可以归纳到一个具体的数值。

以几何级数为例：

∞

∑
n=0

arn = a + ar + ar2 + ⋯ + arn =
a

1 − r

当 |r| < 1 时，这个级数收敛；其他情况下这个级数发散；这里的 r 是不确定
的。a 是一个常数，n 是项数；
当我们把 r 替换成 x，就可以得到

1 + x + x2 + ⋯ + xn

这里的 x 的变量。根据前面的定义，我们知道，如果 |x| < 1，那么这个式子可
以等于

1 + x + x2 + ⋯ + xn =
1

1 − x
= f(x)

这里的 1
1−x  是一个关于 x 的函数。需要注意的是由左边转化为右边的这个条

件，也就是 |x| < 1。那么我们知道，只有在收敛半径内，函数才可能与幂级数
联系起来。

前提：幂级数可以看作是一个关于 x 的函数

f(x) =
∞

∑
n=0

an(x − c)n

其中 f 的定义域是幂级数收敛条件下的所有 x 的集合。
收敛半径定义：幂级数的收敛半径有 3 种

仅限制在一个点 x = c 内，因为当 x = c 的时候，其结果为 1（因为 00 = 1）。
此时收敛半径 R = 0

存在一个收敛半径 R，当 |x − c| < R 时收敛，|x − c| > R 时发散
对于所有的 x，这个级数都收敛，那么收敛半径为 ∞

收敛半径的求解
无穷级数敛散性回顾

其实我这里有点没太懂为什么一定要用 ratio-test  来判断收敛半径？网上
说还可以用 root-test ，但是这里没有给出相应的例题。

一个无穷级数是否收敛，需要利用之前的各种判定方法

其中一个方法是 ratio-test ，该方法的前提是这个数列的项不为 0，判断

lim
n→∞

an+1

an



用幂级数表示函数（联系函数与级数）

的值是否小于 1
在判断的时候，有时能够直接看出这个比值趋近于 ∞，那么 R = 0；有的
时候会得到一个关于 x 的不等式，通过让不等式小于 1，来解得 x 的范
围；有的时候在任何情况下都小于 1，那么收敛半径就是 ∞

确定幂级数收敛区间端点处的敛散性

区间的开闭存在四种状态
左开，右开

左闭，右闭

左开，右闭

左闭，右开

对于端点处的敛散性，我们需要对每个端点进行分别讨论

讨论的方法是分别将每个端点的值带入原幂级数，然后判断该级数的敛散性。如果发
散的话，这个端点处就取开区间；否则就取闭区间。

幂级数的敛散性讨论方法总结

1. 利用 ratio-test ，找到幂级数的收敛半径
2. 确定幂级数的收敛区间
3. 带入收敛区间的两个端点，判断端点处的敛散性，确定区间的开闭

幂级数的微分和积分

这里的用处我们会在后面看到，在收敛区间内，函数的微分和积分，和它对应的级数
的微分和积分是同步的。如果我们无法直接求解一个函数对应的级数，我们可以通过
微分或者积分转化为 a

1−x  类似的形式，求解对应无穷级数。对这个无穷级数进行微
分/积分操作，再求解其收敛半径。

我们可以通过幂级数来研究函数的性质：我们可以对幂级数进行微分和积分操作，其
效果和对函数微分和积分等效。此外，在进行微积分操作后，收敛半径不变。但是收
敛区间可能会改变，因此我们在对幂级数进行微积分后，还需要利用 ratio-test
（或者 root-test ？）讨论一下新的收敛区间。

找到一个函数的几何幂级数

课本这里的描述又开始不清不楚起来了，还是得上油管查相关视频：

幂级数的通式复习

∞

∑
n=0

an(x − c)n

幂级数的几个变式：从函数到级数

这里教材中没有考虑围绕 x = c 点左右的情况，只讨论了围绕 x = 0 左右的情况

当 an = 1，c = 0时



泰勒和麦克劳林级数

∞

∑
n=0

xn = 1 + x + x2 + x3 + ⋯ + xn

该级数为几何级数，当 |x| < 1 时，存在

1 + x + x2 + x3 + ⋯ + xn =
1

1 − x
= f(x)

将几何级数和函数 1
1−x  联系起来

当 an = a，c = 0 时，幂级数的和为

n

∑
n=0

axn = a + ax + ax2 + ⋯ + axn =
a

1 − x
= f(x)

从这里我们可以看到，如果我们要找到一个带分式的函数的级数表达式，我们首
先要做的就是把它整理成 a

1−x
 的形式，然后找到这里的 a 和 x，将其还原到

∑∞
n=0 ax

n 中去。
那么如何找到收敛半径呢？我们知道几何级数的收敛半径是 |x| < 1，那么在求
出对应的 x 的表达式，我们就要把 x 对应的式子带入到这个不等式中去，求解
出收敛区间。接下来我们需要对收敛区间端点处的敛散性进行判断，得出确切的
收敛区间。

求解组合幂级数对应的无穷级数

原则思想：通过因式分解或者提取公因式求解组合函数。此外，如果说给的函数不是
a

1−r  形式的话，我们就需要通过积分或者求导转化为这个形式的函数，求解对应的无
穷级数。然后再对这个无穷级数做微分/积分，求解其收敛半径。

前面我们只能求解幂级数对应的几何级数，这节我们研究多个初等函数对应的无穷级
数

几种组合函数对应的级数
设 f(x) = ∑ anx

n，g(x) = ∑ bnx
n

f(kx) = ∑∞
n=0 ank

nxn

f(xN) = ∑∞
n=0 anx

nN

f(x) + g(x) = ∑∞
n=0(an + bn)xn

收敛区间求解：组合函数对应级数的收敛区间，是这两个函数分别构成级数的收敛区
间的交

找到一个函数的泰勒和麦克劳林级数

课本 P 680 面的描述又开始含糊不清起来了，真让人头疼。

本节讲解了找到一个函数对应的级数的通用方法

对于包含 c 的开区间 I 上的 x，如果 f(x) 可以用无穷级数 ∑∞
n=0 an(x − c)n，那么



an =
f (n)(c)

n!

且

f(x) = f(c) + f ′(c)(x − c) +
f ′′(c)

2!
(x − c)2 + ⋯ +

f (n)(c)

n!
(x − c)n + …

此外，如果对于区间 I 上所有的 x 都有

lim
n→∞

Rn = ∞

那么关于 f 的泰勒级数收敛且等于 f(x)

f(x) = lim
n→∞

∞

∑
n=0

f (n)(c)

n!
(x − c)n

二项式级数

对一个形如 f(x) = (1 + x)k 的函数，我们现在来求它的麦克劳林级数，以及其收敛
半径

该函数的几阶导数如下

f(x) = (1 + x)k

f ′(x) = k(1 + x)k−1

f ′′(x) = k(k − 1)(1 + x)k−2

…

f (n)(x) = k(k − 1) … (k − n + 1)(1 + x)k−n

因为，我们在高中数学中学过

Ak
n =

n!

(n − k)!

又因为麦克劳林级数是关于 x = 0 的，因此可得

f (n)(0) = Ak
n

那么其对应的泰勒级数为

∞

∑
n=1

f (n)(0)

n!
xn =

∞

∑
n=1

Ak
n

n!
xn

我们利用 ratio-test  来求解其收敛半径



数列收敛判断方法总结

lim
n→∞

|
an+1

an
|

= lim
n→∞

|

Ak
n+1

(n+1)!
x(n+1)

Ak
n

n! x
n

|

= lim
n→∞

|
x(k − n)

(n + 1)
|

= lim
n→∞

|x||
−(n + 1) + (1 + k)

n + 1
|

= |x| lim
n→∞

| − 1 +
1 + k

1 + n
|

= |x|

由因为对于幂级数，收敛半径为 1，因此存在 |x| < 1，那么收敛区间是 (−1, 1)

对于一个特定的二项式函数，我们要找到他对应的泰勒级数，只需要找到对应的 k,
然后带入即可。而该泰勒级数的收敛半径依然为 1，其收敛区间还是 |x| < 1。

函数及其对应的泰勒级数总结

注：可以通过对幂级数的组合来求解对应的复合函数展开式。

判断其对应的函数是否收敛

使用夹逼准则找到夹着这个数列的两个收敛到同一值的数列

对于数值正负倒的数列，判断其绝对值数列是否收敛到 0
如果一个数列有界并且非递增，那么其收敛



无穷级数收敛判断方法总结

发散无穷级数的性质

收敛无穷级数的性质

对于几何级数 ∑∞
n=0 ar

n，判断其收敛半径 |r| 是否小于 1
正项级数

对于正项级数（级数里面的每一项都为正）
积分法（与函数极限结合）：如果一个数列和一个函数的每一项都相同，并且这
个函数当 x ≥ 1 时为正、递减、连续，那么 ∑∞

1 an 和 ∫ ∞
1

f(x)dx 的敛散性相同
经典应用： p-series （包括调和级数）

对于两个正项级数，长得和基本级数（如几何级数、幂级数、 p-series  长得很像，
但又不一样的级数）使用将该级数和与其长得比较像的基本级数直接比较的方法，判
断级数是否收敛或发散

对于直接比较法比较不出来的正项级数，使用将两个级数的极限比较的方法，判断级
数是否收敛或发散

交错级数 (形如 (−1)NaN  或者 (−1)N+1aN，也就是说必须正一项负一项)
对于交错级数，如果存在 lim

n→∞
an = 0，且 an+1 ≤ an，那么交错级数收敛到一个值 L

存在正负交替的非交错级数（不是正一项负一项，可能正好几项然后负好几项）
判断其绝对值级数 ∑n

n=1 |an| 是否收敛，判断过程中可以利用前面几个方法
如果绝对值级数收敛，那么该无穷级数一定收敛，我们称之为绝对收敛

如果该无穷级数收敛，那么其绝对值级数不一定收敛，我们称之为条件收敛

对于项不为 0 的数列

注意：这个判断适用于项不为 0 的数列，如果说这两个判定不成功的话，可能需要利
用前面的几个判断手段来判别级数的敛散性

ratio-test

先存在非 0 数列 an
如果 lim

n→∞
| an+1

an
| < 1，那么收敛

如果 lim
n→∞

| an+1

an
| > 1 或 lim

n→∞
| an+1

an
| = ∞，那么发散

如果 lim
n→∞

| an+1

an
| = 1，那么无法判断

root-test （该方法适用于数列通项中存在 n 次幂的结构，或者使用 ratio-test
不太好判断的情况，注意不适用于 p-series ）

如果 lim
n→∞

n√|an| < 1，那么收敛

如果 lim
n→∞

n√|an| > 1 或 lim
n→∞

n√|an| = ∞，那么发散

如果 lim
n→∞

n√|an| = 1，那么无法判断

如果一个无穷级数的第 n 项的极限不为 0，则该无穷级数一定发散



函数与级数

Chapter 10：圆锥曲线，参数方程和极坐标*
圆锥曲线和微积分

对于收敛的无穷级数，其第 n 项的极限必须等于 0

从函数到级数

将级数归纳为函数

圆锥曲线的理解
一个三维空间中的圆锥和一个平面（不过原点）相切构成的形状叫圆锥曲线

如果该平面过了原点，那么会导致生成的圆锥曲线降次，生成的图像的最高次不到 2
次

圆锥曲线的三种定义
几何定义：一个圆锥和不过原点的平面相切形成的图形

代数定义：表达式如下的图形

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0

解析几何定义：满足某个几何特征的代数方程
如定义圆为到某个点 (x0, y0) 距离相等的点

抛物线的理解和方程

抛物线定义：距离某条线（准线）和某个点（焦点）距离相等的点，抛物线关于 x
或者 y 轴对称；准线与对称轴的交点坐标，与焦点坐标的中点称之为顶点
（ vertex ）

假设抛物线顶点为 (h, k)，顶点与焦点之间的距离为 p (注意很多书籍中定义 p 为准
线到焦点的距离，这里我们定义的是顶点到焦点的距离)
简单情况下抛物线方程推导

抛物线顶点为 (0, 0)，焦点为 (p, 0)，准线为 x = −p，开口向右

抛物线的定义是和焦点及准线距离相同的点，设抛物线上的点的坐标为 (x, y)，
用代数表达如下

x + p =√(x − p)2 + y2

两边同时平方得到

x2 + 2px + p2 = x2 − 2px + p2 + y2

将其进行化简得到

4px = y2

下面我们根据之前学过的图像变换来得到抛物线的其他通用变式

若抛物线关于 x 轴对称（基于 y2 = 4px）



抛物线开口向右
顶点为 (h, k)，焦点为 (h + p, k)，准线为 x = h − p

首先图像向上移动 h 个单位，然后向右移动 k 个单位：
(y − h)2 = 4p(x − k)

抛物线开口向左（图像根据 x 轴翻转，基于 y2 = −4px）

顶点为 (h, k)，焦点为 (h − p, k)，准线为 x = h + p

首先图像向上移动 h 个单位，然后向右移动 k 个单位：
(y − h)2 = −4p(x − k)

若抛物线关于 y 轴对称（基于 x2 = 4py）
抛物线开口向上

顶点为 (h, k)，焦点为 (h, k + p)，准线为 (h, k − p)

首先图像向上移动 h 个单位，然后向右移动 k 个单位：
(x − h)2 = 4p(y − k)

抛物线开口向下（图像根据 y 轴翻转，基于 x2 = −4py）
顶点为 (h, k)，焦点为 (h, k − p)，准线为 (h, k + p)

首先图像向上移动 h 个单位，然后向右移动 k 个单位：
(x − h)2 = −4p(y − k)

抛物线相关问题求解
先画成标准型，然后再确定相关的性质

抛物线的弧长求解：直接带入弧长求解公式即可

椭圆的理解和方程
定义：一条轴上有两个点，到这两个点距离之和相同的点构成的形状，就是椭圆

椭圆的标准形式
假设椭圆的中心点为 (h, k)，长轴为 2a，短轴为 2b，焦距 c2 = a2 − b2

长轴在 x 轴上



平面曲线和参数方程

需要注意的是，不同的参数方程可能绘制出来的是同一条曲线。但是其区别在于其轨迹方
向不同，以及行走的速度不同。

(x − h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1

长轴在 y 轴上

(y − h)2

a2
+

(x − k)2

b2
= 1

椭圆的离心率 e 定义如下

e =
c

a

双曲线的理解和方程

定义：一条轴上有两个点，到这两个点的距离之差相同的点构成的形状，就是双曲线

双曲线的标准形式
设双曲线的中心点为 (h, k) ，长轴为 2a，短轴为 2b
若主轴为 x 轴

(x − h)2

a2
−

(y − k)2

b2
= 1

若主轴为 y 轴

(y − h)2

a2
−

(x − k)2

b2
= 1

其焦距为 c2 = a2 + b2

其离心率依然是

e =
c

a

平面曲线的定义
x 和 y 都由一个变量 t 表示

这个方程称为曲线的参数方程

x = f(t)
y = g(t)

图像是定义域不同 t 下的 (x, y) 的坐标组合
参数方程和图像的结合，构成了平面曲线，称为 C

一组参数方程定义的曲线的图像绘制
按定义域从小到大取不同的 t，按时间顺序形成一系列的 (x, y) 坐标，这个叫做曲线
轨迹的定向 ( orientation )‘’



参数方程和微积分

平面曲线方程 vs 参数方程
平面曲线方程给出了曲线中的 (x, y) 点坐标的集合，以及曲线的方程
参数方程给出了某一时刻轨迹上某点的位置、方向和速度

一组参数方程的参数消元：需要注意的是消元后 x 和 y 的范围，以及确定轨迹行走的方
向

寻找用来表达曲线的一组参数方程
举例：摆线方程推导

参考资料：Cycloid - Wikipedia

首先，摆线是一个球滚动的时候，其边缘某个点 P  的轨迹。

下面我们来推导摆线的参数方程：

这里需要插入一下平滑曲线的定义：如果一个曲线用 x = f(t) 和 y = g(t) 表示，
在区间 I 上， f ′ 和 g′ 都是连续函数，且不同时为 0（除了区间 I 的端点），那
么就称曲线在区间 I 上平滑。如果说曲线在区间 I 的多个段上平滑，但是整体不
平滑的话，我们就称其为 piecewise smooth

我们这样假设：这个球的半径是 r，在一段时间 t 内，转过的角度是 θ
在这段时间里，这个边缘点走过的路程是 rθ，弧线划过的长度是 rθ，而从起点
到当前触地点的距离也是 rθ
我们发现，无论 θ 的大小是多少，总存在如下关系

其中 x 和 y 都是关于 θ 的函数，可以写成 x(θ) 和 y(θ)

x = rθ − r sin θ = r(θ − sin θ)
y = r − r cos θ = r(1 − cos θ)

此外，摆线在 θ = 2nπr(n = 0, 1, 2, . . . ) 的点上，都有尖角。通过求导可得

当 x′(θ) 和 y′(θ) 同时为 0 的时候，会出现尖角，也就是 cos θ = 1 且 sin θ = 0，
那么 θ = 2πn

x′(θ) = r(1 − cos θ)

y′(θ) = r sin θ

等时降线问题（ tautochrone curve ）：
不详细介绍，具体可参考这个油管视频 Tautochrone Curve: The curve of equal
time descent | Virtual Gravity Solution (youtube.com)

最速降线问题 （ Brachistochrone curve ）
不详细介绍，具体可参考这里：最速降线问题 - 维基百科，自由的百科全书
(wikipedia.org)

参数方程曲线的切线斜率计算

参数方程曲线斜率计算

https://en.wikipedia.org/wiki/Cycloid
https://www.youtube.com/watch?v=omoH6uB22LE
https://www.youtube.com/watch?v=omoH6uB22LE
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%80%E9%80%9F%E9%99%8D%E7%B7%9A%E5%95%8F%E9%A1%8C
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%80%E9%80%9F%E9%99%8D%E7%B7%9A%E5%95%8F%E9%A1%8C


设平滑参数曲线 C 由 x = f(t), y = g(t) 定义，那么 (x, y) 点处曲线的斜率为

dy

dx
=

dy
dt

dx
dt

其中 dxdt ≠ 0

推导

dy

dx
= lim

Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δt→0

g(t + Δt) − g(t)

f(t + Δt) − f(t)

= lim
Δt→0

g(t+Δt)−g(t)
Δt

f(t+Δt)−f(t)
Δt

=
lim

Δt→0

g(t+Δt)−g(t)
Δt

lim
Δt→0

f(t+Δt)−f(t)
Δt

=
g′(t)

f ′(t)

参数方程二阶导计算（曲线的凹凸）

注意：可能存在同一点存在不同斜率。这时的 t 不同，不能直接根据 y = f(x) 去
看

d2y

dx2
=

d

dx
[
dy

dx
] =

d
dt [ dy

dx ]
dx
dt

参数方程三阶导计算

其推导过程和二阶导相似

d3y

dx3
=

d
dt [ d2y

dx2 ]
dx
dt

参数方程曲线的弧长计算
y = f(x) 下的弧长公式计算复习

s = ∫
x2

x1

√1 + (
dy

dx
)2dx

参数方程曲线下的弧长公式推导

s = ∫
t2

t1

1 + (
dy
dt

dx
dt

)2(
dx

dt
)dt = ∫

t2

t1

√(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2dt = ∫

t2

t1

√f ′(t)2 + g′(t)2dt

⎷参数方程曲线的旋转体表面积计算



极坐标和极坐标下的几个经典图形

我们可以发现，绕 x 轴旋转和绕 y 轴旋转的表面积计算区别在于计算面积微元时，一
个半径是 g(t)（也就是 y），一个半径是 f(t)（也就是 x），其他的方面没有区别。

复习：旋转体表面积为，一小段弧长下的面积微元的累加。而这个面积微元可以看作
半径为 x 或 y，厚度为 dL 的圆盘。平面曲线方程和参数曲线方程在这一点上的区别
为，平面曲线方程直接用的是 x 和 y，而参数方程曲线中的 x = f(t)、y = g(t)。其
总体思想是一致的。

如果绕 x 轴旋转

S = 2πds = 2π∫
b

a

g(t)√f ′(t)2 + g′(t)2dt

如果绕 y 轴旋转

S = 2πds = 2π∫
b

a

f(t)√f ′(t)2 + g′(t)2dt

极坐标理解

r：从原点到该点的距离

θ：该射线与 x 轴正向在逆时针方向上的夹角
坐标系之间的转换

直角坐标到极坐标（用直角坐标表示极坐标）
r2 = x2 + y2

tan θ = y

x

极坐标到直角坐标（用极坐标表示直角坐标）
x = r cos θ

y = r sin θ

绘制极坐标图像：首先写出极坐标方程对应的 x 和 y 的表达式，然后确定多个 (x, y) 的
点坐标，绘制图像

极坐标图像的切线斜率
在极坐标中有 2 个变量：r 和 θ。这里我们假设 r 是关于 θ 的一个可导函数 f(θ) ，那么存
在如下关系式

那么我们可以推导出 x 和 y 关于 θ 的导数

因为普通坐标系的斜率是 dy
dx
，当 dx

dθ
≠ 0 时，我们可以将上述式子带入得到

x(θ) = r cos θ = f(θ) cos θ
y(θ) = r sin θ = f(θ) sin θ

dx

dθ
= f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ

dy

dθ
= f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ



极坐标下的面积和弧长

dy

dx
=

dy
dθ

dx
dθ

=
f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ

f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ

由此可得：
当 dydθ = 0 且 dxdθ ≠ 0 时，有一条水平切线
当 dx

dθ
= 0 且 dy

dθ
≠ 0 时，有一条垂直切线

此外，还有一个额外的结论：如果一个函数 f(α) = 0 且 f ′(α) ≠ 0，那么 θ = α 在原
点处和 r = f(θ) 的图像相切。如果说该图像穿过原点多次的话，那么可能有多个满
足条件的 α 存在。

几种经典的极坐标图形

极坐标图像所夹面积

注意：在计算面积的时候，有的扇形部分会被重复扫过几次，因此存在面积重复计算
的情况。那么我们就需要研究其几何图形，将总面积看作一个小的面积单元的几倍，
然后首先计算小的面积单元的面积，乘上该单元的个数，求得总面积。此外，在计算
的时候需要灵活的运用半倍角公式。

设现有一个极坐标下的曲线，有 r = f(θ)

我们要求解从 θ = α 到 θ = β 内，r = f(θ) 所包围的面积，且 0 ≤ β − α ≤ 2π

面积微元是一个扇形，其夹角为 dθ
那么其弧长为 rdθ = f(θ)dθ



因为扇形的面积公式和三角形的面积公式相似，都是 底*高*1/2 。只不过三角形的
底是一条直边，而扇形的底是弧边。其公式为

dS =
1

2
f(θ)2dθ

那么该扇形的面积是

S =
1
2
∫

β

α

f(θ)2dθ

两极坐标图像交点

将两个极坐标方程联立即可求解其交点

代数方法不一定能一下子解出所有的交点，通过绘制几何图形能够看到更多的交点。
这是因为有的交点并不是在同一时刻出现的。譬如 (1,π) 和 (−1, 0) 是同一个点，但
是它们对应的是不同的 θ
在计算两个曲线相夹的面积之前，我们需要首先计算交点。而对于交点的计算，不应
该只利用代数方法联立计算，还需要通过绘制几何图像观察。在计算面积之前，也需
要通过绘制几何图像观察哪条线在上，哪条线在下，处理的精细一点。

极坐标图像的弧长
普通函数 y = f(x) 弧长计算复习

s =√1 + f ′(x)2dx

参数曲线 x = f(t), y = g(t) 弧长计算复习

s = ∫
t2

t1

√(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2dt

极坐标图像弧长求解

设现有 r = f(θ)

极坐标和直角坐标之间的关系回顾

x(θ) = r cos θ = f(θ) cos θ
y(θ) = r sin θ = f(θ) sin θ

其实这里的 θ 可以看作是 t，根据之前的公式，我们有

x′(θ) =
dx

dθ
= f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ

y′(θ) =
dy

dθ
= f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ

那么弧长微元公式如下



极坐标下的圆锥曲线和开普勒定律

这一节跳过

Chapter 11：向量和空间几何
想要知道点乘和叉乘公式是怎么来的？点击linear algebra - Origin of the dot and cross
product? - Mathematics Stack Exchange

平面中的向量

ds =√(f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ)2 + (f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ)2dθ

=√f ′(θ)2 + f(θ)2dθ

= √(
dr

dθ
)2 + r2dθ

那么弧长公式如下
设计算的是从 θ = α 到 θ = β 的 f(θ) 弧长积分

s = ∫
β

α

ds = ∫
β

α

√f ′(θ)2 + f(θ)2dθ

极坐标下旋转体的表面积
总体计算思想和前面还是一致的，是利用直角坐标系中的旋转体公式计算，然后将其
变量替换为了关于 r 和 θ 的式子（如果 r = f(θ) 的话，最终的结果就只关于 θ）
在极坐标下需要注意的是这里的圆盘半径不同。在直角坐标系下，如果是绕 x 轴旋
转，那么圆盘的半径是 f(x)；而如果绕 y 轴旋转，那么圆盘的半径是 g(y)。而在极
坐标系中，r 在 θ = 0 上的投影是 r cos θ，这也是绕 θ = π

2
 时的圆盘半径；而 r 在

θ = π
2

 上的投影是 r sin θ，这也是绕 θ = 0 时的圆盘半径
绕极坐标轴旋转（类似 x 轴）

S = 2π∫
β

α

r sin θds = 2π∫
β

α

f(θ) sin θ√f ′(θ)2 + f(θ)2dθ

绕 θ = π
2  旋转（类似 y 轴）

S = 2π∫
β

α

r cos θds = 2π∫
β

α

f(θ) cos θ√f ′(θ)2 + f(θ)2dθ

圆锥曲线的极坐标方程

理解和应用行星运动的开普勒定律

向量和标量的差别：向量不止有大小，还有方向

向量的大小：|→v| =√v2
0 + v2

1+. . . +v2
n, 来源于距离公式

向量相等：大小相同，方向相同

https://math.stackexchange.com/questions/62318/origin-of-the-dot-and-cross-product
https://math.stackexchange.com/questions/62318/origin-of-the-dot-and-cross-product


空间坐标系和空间中的向量

向量点乘（dot product/scalar product/inner product）

单位向量：大小为 1 的向量
零向量：大小为 0 的向量
运算性质

向量和=两向量各个分量相加
向量差=两向量各个分量相减
向量和标量的乘积=标量与向量中每个分量相乘
向量取反=（-1）乘以向量中每个分量

几何特性：依据平行四边形定则

向量空间公理

求解一个向量方向上的单位向量：→u = →v
|v|

标准单位向量：→i = (1, 0)，→j = (0, 1)

用标准单位向量表示其他向量：→v = v1
→i + v2

→j，这种写法称→v为→i和→j的线性组合，→i和→j为→v

在水平和垂直方向上的分量

应用：
力的合力与力的分解

求合速度及合速度的分解

三维坐标系

三维坐标系两点之间的距离公式

三维坐标系中的向量：大部分公理和二维平面中的向量相同，此处不再重复

向量平行：两向量方向相同，大小相差一个标量的倍数，其中→u = c→v

应用：依然是力和速度

→u ⋅ →v = u1v1 + u2v2+. . . +unvn

点乘的性质：



三角形夹角求解
夹角公式推导

余弦公式如下：c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

那么cosC = a2+b2−c2

2ab

将该公式用向量表示，a2 = | →v1|2，b2 = | →v2|2，c2 = | →v1 − →v2|2

则该公式可表示如下：| →v1 − →v2|2 = | →v1|2 + | →v2|2 − 2| →v1|| →v2|cosC

又因为| →v1 − →v2|2 = | →v1|2 + | →v2|2 − 2 →v1 ⋅ →v2

那么可以推导出：| →v1|| →v2|cosC = →v1 ⋅ →v2

因此cosC = →v1⋅ →v2

| →v1|| →v2|

由夹角公式可以看到，由于| →v1|| →v2|恒为正，因此cosC的正负和 →v1 ⋅ →v2的正负恒相同

此外，对于两个非零向量，当 →v1 ⋅ →v2 = 0时，cosC = 0，两向量夹角为 90°
正交向量：夹角为 90° 的两个向量称为正交向量

向量之间：用 orthogonal

平面之间：用 perpendicular

向量和平面之间：用 normal

方向角求解
假设→v =< v1, v2, v3 >，这三个分量分别是→v在 x、y、z 轴上的投影
→v与→i之间：

→v在 x 轴上的投影是：v1

夹角的余弦值为：cosα = →v1

|→v|

→v与→j之间：
→v在 y 轴上的投影是： →v2

夹角的余弦值是：cosβ = →v2

|→v|

→v与→k之间：
→v在 z 轴上的投影是： →v3

夹角的余弦值是：cos γ = →v3

|→v|

→v方向上的单位向量→u = →v
|→v|

= →v1

|→v|
→i + →v2

|→v|
→j + →v3

|→v|
→k

该单位向量也可以写作：→u = cosα→i + cosβ→j + cos γ→k



向量叉乘

此外，因为v1, v2, v3是向量→v在 x、y、z 轴上的投影，因此可以得到关系式
cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1

投影和向量正交分解
投影：要求解一个向量→u在另一个向量→v上的投影，我们需要以下几步：

求解→u和→v之间的夹角的余弦cos θ

投影的长度 = 投影向量的长度|→u| * 夹角的余弦值cos θ

投影的方向 = 向量→v方向上的单位向量，为 →v

|→v|

因此向量→u在→v上的的投影为：投影的长度 * 投影的方向 = (|→u| cos θ) →v

|→v|

因为cos θ = →u⋅→v
|→u||→v|

因此，投影的公式为(|→u| →u⋅→v
|→u||→v|

) →v
|→v|

= →u⋅→v
|→v|2 →v

正交向量
和投影垂直的是该投影的正交向量，其可以用→u − projvu

力的分解：求解一个力的投影及正交

功的求解：功 = 力在某个位移方向上的投影的长度 * 位移量
使用投影 * 位移
可以直接使用点乘

可以直接使用点乘的原因是：功是一个标量，其求解的是投影的长度 位移量，
而不是投影 位移量。
在前面的推导中我们知道投影的长度为为|→u| cos θ，是在其后乘了一个单位向量
才让它成为一个向量。

位移是一个矢量，而位移量也是一个标量|→v|

相乘的最后结果为|→u||→v| cos θ，也就是→u ⋅ →v

作用：求解一个垂直于多个向量的向量（至少 3 维空间），使用代数余子式计算
叉乘结果的方向：以→u × →v为例，在右手系中，手掌从→u向→v弯曲，大拇指的方向就是叉乘
结果的方向

叉乘的几个代数性质：



第一条：依照叉乘向量的方向计算方法，等号左右两边的叉乘结果方向相反；也可以
直接用代数式计算，得到与几何分析吻合的结果。

第二条：
从代数（行列式）的角度分析：

设→v =< v1, v2, v3 >， →w =< w1,w2,w3 >，那么

→u × (→v + →w) =
⎡⎢⎣ →i →j →k

u1 u2 u3

v1 + w1 v2 + w2 v3 + w3

⎤⎥⎦根据行列式的性质（具体参考第 18 课 行列式及其性质_哔哩哔哩
_bilibili），可得如下推导：

= +
⎡⎢⎣ →i →j →k

u1 u2 u3

v1 + w1 v2 + w2 v3 + w3

⎤⎥⎦ ⎡⎢⎣ →i →j →k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

⎤⎥⎦ ⎡⎢⎣ →i →j →k

u1 u2 u3

w1 w2 w3

⎤⎥⎦因此，结论 2 成立

第五条：两个相同/平行的向量无法形成一个平面，因此无法得到关于它的垂直向

量，因为只有一个向量；代数证明方法可以构造一个矩阵 ，其后面两

行完全相同，在计算行列式的值时，每个代数余子式的值都等于 0，因此最后的结果
等于 0。

⎡⎢⎣ →i →j →k

u1 u2 u3

u1 u2 u3

⎤⎥⎦第六条：
从代数（行列式）的角度分析：这个结果是怎么得到的 TODO
从几何的角度分析：这个结果是怎么得到的 TODO

叉乘的几个几何性质

第一条：根据方向计算方法可解

第二条：课本中提供了从右向左的证明方法，如下：

https://www.bilibili.com/video/BV1zx411g7gq/?p=18&vd_source=85acf0a59ded02e4c75ae1158baca207
https://www.bilibili.com/video/BV1zx411g7gq/?p=18&vd_source=85acf0a59ded02e4c75ae1158baca207


第三条：根据第二条，当两向量平行时，sin θ = 0，结果为 0
第四条：根据第二条，|→v| sin θ的值等于→v在→u上投影的正交向量的长度，也就是以→u和
→v围起来的平行四边形的高，因为平行四边形的面积=底 * 高，因此叉乘向量的大小=
平行四边形的面积；如果在这个基础上乘以 1

2 的话，得到的结果就是三角形的面积

叉乘的几个应用

求平行四边形面积

求力矩：M = →F × →PQ

triple scalar product（三维标量积？我也不知道该怎么翻译）
→u ⋅ (→v × →w)

计算方法如下：

计算方法解释：

→v × →w的结果是det(A)→i + det(B)→j + det(C)→k，此处det指的是三个代数余子式。
让→u和这个式子点乘，结果也就是让det(A) ⋅ u1 + det(B) ⋅ u2 + det(C) ⋅ u3，那么
其效果相当于把u1,u2,u3放在叉乘矩阵的第一行

→u ⋅ (→v × →w) = →v ⋅ ( →w × →u) = →w ⋅ (→u × →v)

原理

对于→u ⋅ (→v × →w)，→u 的值在第一行，→v 的值在第二行， →w 的值在第三行
核心为交换一行令行列式的值乘-1，交换两行令行列式的值不变

应用：求以→u和→v为底， →w为斜边的平行六面体体积
原理：平行四面体的体积 = 底面积 * 高
底面积 = 底边两个向量的叉乘的大小，也就是|→u × →v|

高 = 斜边，在底面两个向量叉乘方向上的投影，也就是|proj|→u×→v| →w|，也就是

| →w⋅(→u×→v)

|→u×→v|2 (→u × →v)|

那么相乘以后就是|→u × →v|| →w⋅(→u×→v)

|→u×→v|2 (→u × →v)|，得到公式 →w(→u × →v)

引申结论：当且仅当三个向量共平面时，triple scalar product = 0



空间中的直线和平面

直线
直线表示的两个要素：

起始点：用一个坐标表示

方向：用向量表示

一条经过点P(x0, y0, z0)，方向为< a, b, c >的直线，可以用参数方程表示（t 是参
数）：

x = x0 + at

y = y0 + bt

z = z0 + ct

也可以该方程表示： x−x1

a
= y−y1

b
= z−z1

c

平面
平面表示的两个要素：

平面中的一个点P(x1, y1)

垂直于该平面的法向量→n =< a, b, c >

平面表示的原理：

平面中所有经过点 P 的直线都与法向量垂直，即 →PQ ⋅ →n = 0

[ ] = 0a, b, c
⎡⎢⎣x − x1

y − y1

z − z1

⎤⎥⎦由此得到平面公式为：a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) = 0

平面公式（也叫标准形式）为：a(x − x1) + b(y − y1) + c(z − z1) = 0

移向后得到通用形式为ax + by + cz + d = 0

平面之间夹角余弦cos θ = | →n1⋅ →n2|

| →n1|⋅| →n2|

为什么这里取绝对值？是因为平面之间夹出来的是两个角，其中一个是直角/锐
角，另一个是它的补角。我们取夹角为锐角，因此cos θ >= 0

当cos θ = 0时，两平面垂直

求解两平面相交线

第一种方法：通过消元求解各个变量之间关系，最后改装为参数方程

第二种方法（更好）：相交线实际与是两平面的法向量的叉乘同方向

在空间中绘制平面
令 x/y/z=0，获取其与各个平面的相交线

点、线、面之间的距离
点 和 点：距离公式
点 和 线：

假设求点P(x0, y0, z0)到直线的距离，直线过一点Q(x1, y1, z1)，方向向量→v为
< a, b, c >

公式推导 1



向量 →PQ =< x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0 >

→PQ在方向向量上的投影为proj
→v
→PQ =

→PQ⋅→v
|→v|2 →v

与投影垂直的正交向量为 →PQ −
→PQ⋅→v

|→v|2 →v（这条路行不通，因为正交向量的长

度我们不知道）

直线方向向量→v与向量 →PQ之间的夹角余弦的绝对值为：cos θ =
| →PQ⋅→v|

| →PQ|⋅|→v|

夹角的正弦值为sin θ = √1 − cos2 θ

点 P 到直线的距离 = | →PQ| sin θ = | →PQ|√1 − cos2 θ = | →PQ|（这种通过余弦
求正弦的方法太复杂，能否直接求正弦呢？噢！叉乘！）

距离d = | →PQ| sin θ

因为|→v × →PQ| = |→v|| →PQ| sin θ

因此sin θ = |→v× →PQ|

|→v|| →PQ|

因此距离d = | →PQ| sin θ = | →PQ| |→v× →PQ|

|→v|| →PQ|
= |→v× →PQ|

|→v|

公式推导 2
求解直线向量的法向量：这条路行不通，因为空间中一个向量的法向量有无
数条

求解过点 P，且方向向量为该法向量的直线
求解该直线与原直线的交点 Q
求解 PQ 的距离

点到直线距离公式：d = | →PQ| sin θ = | →PQ| |→v× →PQ|

|→v|| →PQ|
= |→v× →PQ|

|→v|

点 和 平面：
点到平面的距离求解 -> 一条射线在法向量上的投影长度
假设求点P(x0, y0, z0)到平面的距离，平面过一点Q(x1, y1, z1)，法向量→n为
< a, b, c >

推导过程

向量 →PQ =< x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0 >

投影的长度为|proj
→n
→PQ| = | →PQ⋅→n|

|→n|2

公式：d = |proj
→n
→PQ| =

| →PQ⋅→n|

|→n|2

线 和 线：
平行：两线的方向向量平行

相交：两线存在一公共点（可求解），无距离公式

异面（如何判断？）即不平行也不相交

两平行直线的距离
推导：在第一条直线上找一点，求其到第二条直线的距离

假设第一条直线过P(x0, y0, z0)，方向为→v =< a, b, c >；第二条直线过
Q(x1, y1, z1)，方向与第一条直线相同

那么 →PQ =< x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0 >



根据点到直线的距离公式，我们可以知道d = |→v× →PQ|

|→v|

其实我感觉在向量里面推导到这一步就可以了，其他推导方法可以
看这里：点到直线距离公式的几种推导 - 知乎 (zhihu.com)

公式：

使用向量形式表达：d = |→v× →PQ|

|→v|

使用直线标准形式表达：d = |c1−c2|

√a2+b2

两异面直线的距离公式（推导）：

这个视频讲的非常清楚：Shortest distance between two skew lines in 3D
space. (youtube.com)

假设第一条直线过点P(x0, y0, z0)，其方向→u = (u0,u1,u2)

第二条直线过点Q(x1, y1, z1)，其方向→v = (v0, v1, v2)

那么第一条直线的参数方程形式为（t 为参数）：

x = x0 + u0t

y = y0 + u1t

z = z0 + u2t

第二条直线的参数方程形式为（s 为参数）：

x = x1 + v0s

y = y1 + v1s

z = z1 + v2s

异面直线的关键在于：设S1S2为两直线最短距离处，那么S1S2垂直于第一
条直线，也垂直于第二条直线。设S1(x0 + u0t, y0 + u1t, z0 + u2t)，
S2(x1 + v0s, y1 + v1s, z1 + v2s)，那么方程

有解，可以求出t和s的值，然后得到向量 →S0S1

→S0S1 ⋅ →u = 0

→S0S1 ⋅ →v = 0

d = | →S0S1|

线 和 平面：求解线方向向量和平面法向量夹角
平行：线和平面法向量垂直cos θ = 0

相交：线和平面法向量夹角不为 0 或+-1
垂直：线和平面法向量同向cos θ = 1/ − 1

如果相交的话，线和平面的交线为：将直线参数方程带入平面方程求解得到坐标

平面 和 平面
平行：两平面的法向量平行

相交：两平面的法向量不平行

https://zhuanlan.zhihu.com/p/26307123
https://www.youtube.com/watch?v=HC5YikQxwZA
https://www.youtube.com/watch?v=HC5YikQxwZA


如果平行的话，两平面间的距离公式为：
使用平面标准式，则距离为

d =
|d1 − d2|

√a2 + b2 + c2

推导
假设两平面的法向量为 →n1 = (a, b, c) - 平面一的方程为：
ax + by + cz + d1 = 0 - 平面二的方程为：ax + by + cz + d2 = 0 - 假设
现在有一条从平面一的P(x0, y0, z0)发出的射线（P 点满足
ax0 + by0 + cz0 + d1 = 0），其方向与法向量平行，该直线的方程为
（t 为参数）：

x = x0 + at

y = y0 + bt

z = z0 + ct

假设点Q(x1, y1, z1)为该直线和平面的交点，将其带入平面二的方程，可得如下
结果：

a(x0 + at) + b(y0 + bt) + c(z0 + ct) + d2 = 0

通过移项可得：

(ax0 + by0 + cz0 + d2) + (a2t + b2t + c2t) = 0

那么 t 的值为：

t =
−(ax0 + by0 + cz0 + d2)

a2 + b2 + c2

又因为ax0 + by0 + cz0 + d1 = 0，因此ax0 + by0 + cz0 = −d1，那么t的式子
可以改写为

t =
d1 − d2

a2 + b2 + c2

因此向量

→PQ = (x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0)
= (at, bt, ct)

= (
a(d1 − d2)

a2 + b2 + c2
,
b(d1 − d2)

a2 + b2 + c2
,
c(d1 − d2)

a2 + b2 + c2
)

那么向量的长度（两平面间的距离）为



空间中的曲面

d =

√ (a2 + b2 + c2)(d1 − d2)2

(a2 + b2 + c2)2

= √ (d1 − d2)2

(a2 + b2 + c2)

该等式可以化简为

d =
|d1 − d2|

√a2 + b2 + c2

如果相交的话，两平面的交线为：交线的方向向量为两平面的法向量的叉乘（因
为交线即垂直于第一个平面的法向量，又垂直于第二个平面的法向量，因此它的
方向就是这两个法向量的叉乘）

球面：(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = r2

平面：ax + by + cz + d = 0

圆柱：通常方程中只规定两个轴，汇成的曲线沿着没有规定的那个轴平移

二次曲面：Ax2 + By2 + Cz2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz + J = 0

椭圆体（ellipsoid）

单叶双曲面（hyperboloid of one sheet）

双叶双曲面（hyperboloid of two sheets）



椭圆锥面（elliptic cone）

椭圆双曲面（elliptic paraboloid）

双曲抛物面（hyperbolic paraboloid）

旋转面



其他三维空间建系方法及相关计算

圆柱坐标系（Cylindrical Coordinates）：x 和 y 轴用极坐标表示，z 轴用普通的直角坐标
系表示

直角坐标系 -> 圆柱坐标系
x = r cos θ

y = r sin θ

r = √x2 + y2

z 保持不变

圆柱坐标系 -> 直角坐标系
ρ = √x2 + y2

tan θ = y

x

z 保持不变

球系（Spherical Coordinates）
坐标系定义

设有一点P(x, y, z)，原点为O(0, 0, 0)，向量 →OP = (x, y, z)



Chapter 12：向量函数
向量值函数

θ 是 →OP在 xOy 平面上的投影与 x 轴之间的夹角

ϕ是 →OP与 z 轴之间的夹角

直角坐标系 -> 球系
ρ = √x2 + y2 + z2

cos θ = x

√x2+y2
 或 tan θ = y

x

cosϕ = z
ρ

球系 -> 直角坐标系
向量 →OP  在 xOy 平面上的投影长度为r = ρ sinϕ

z = ρ cosϕ

x = ρ sinϕ cos θ

y = ρ sinϕ sin θ

圆柱坐标系 & 球系互转
简单复习

假设按照直角坐标系，存在一点P(x, y, z)，原点为O(0, 0, 0)，向量 →OP = (x, y, z)

圆柱坐标系

r 为向量 →OP  在 xOy 上的投影长度
θ是投影与 x 轴的夹角

球系

ρ = | →OP |

θ 是ρ 在 xOy 平面上的投影与 x 轴的夹角
ϕ 是ρ 与 z 轴之间的夹角

圆柱坐标系 -> 球系
ρ = √r2 + z2

θ 保持不变
cosϕ = z

ρ

球系 -> 圆柱坐标系
r = ρ sinϕ

θ 保持不变
z = ρ cosϕ

空间曲线和向量值函数

需要注意的是，这里的曲线是一个轨迹，其横纵坐标都是关于时间 t 的函数。可能存
在曲线的方程相同，但是他们并不是同一个曲线。比如顺时钟一个周期的时间形成的
圆，和逆时针一个时钟周期形成的圆。

平面曲线定义：



向量值函数的微分和积分

由一串点(f(t), g(t))定义而成，其中 t 为参数。
横纵坐标 x 和 y 的参数方程如下：
x = f(t)

y = g(t)

其中 t 为参数，f和g是两个关于 t的连续函数。三维空间中的曲线定义类似。
由平面曲线定义可以引申到向量值函数

向量值函数定义：
→r(t) = f(t)→i + g(t)→j

其中 t 为参数，f和g是两个关于 t的连续函数。三维空间中的曲线定义类似。
平面曲线 -> 向量值函数：设置f(t)和g(t)，确定 t 的区间，用向量值函数定义
→r(t) = f(t)→i + g(t)→j

向量值函数 -> 平面曲线：消去 t

向量值函数的运算性质
加/减：各个方向的函数分量分别加
乘/除：各个方向的分量都乘/除

极限和连续
极限的定义

极限的求解：对 →r(t))极限的求解等同于对其各个分量函数极限的求解

连续性的定义：t → a时的极限的值= →r(a)

连续的向量函数的定义：该函数在定义域上各处都连续

微分

注意：向量值函数本质上还是向量，只不过其中的每个分量都是一个关于 t 的函数。
其符合向量的通用运算性质，只不过求解得到的结果是函数。只有把特定的 t 值带进
去，才会得到一个实数解。

定义



其中， →r′(t) 在 →r(t)的切线方向，指向 t 增加的方向。

计算：对各个分量的函数求导（为什么？）

高阶微分计算：直接计算即可

连续性：导数在定义域上各点连续，而且在定义域上不存在导数为 0 的情况
微分性质及其应用

第一条：用一个常数乘以向量，常数会和向量所有函数分量相乘，那么对结果求
导，就是对函数分量求导。

第二条：两个向量相加，会将各自的函数分量相加。对相加后的结果求导，效果
就等同与先对各个分量求导，然后再相加。

第三条（重点）：

一个普通函数乘以一个向量，这个函数会和这个向量中的各个函数相乘。

根据链式法则，对两个函数的乘积相乘，结果是：

(w(t)f(t))′ = w′(t)f(t) + w(t)f ′(t)

那么原式如下：



注意：平面中的向量没有叉乘，只有空间中的向量才有叉乘。因为叉乘结果德方向垂
直于两个向量构成的平面。

d

dt
(w(t) →r(t)) =

d

dt
w(t)(f(t)→i + g(t)→j)

=
d

dt
(w(t)f(t)→i + w(t)g(t)→j)

=
d

dt
(w(t)f(t))→i +

d

dt
(w(t)g(t))→j

= (w′(t)f(t) + w(t)f ′(t))→i + (w(t)g′(t) + w′(t)g(t))→j

= (w′(t)f(t)→i + w′(t)g(t)→j) + (w(t)f ′(t)→i + w(t)g′(t)→j)

= w′(t) →r(t) + w(t) →r′(t)

第四条（重点）:
两个向量值函数点乘，相当于各个分量分别相乘，最后相加

对点乘的结果进行求导，就相当于对各个分量积求导

推导如下：

d

dt
( →r(t) ⋅ →u(t))

=
d

dt
(f1(t)→i + g1(t)→j) ⋅ (f2(t)→i + g2(t)→j)

=
d

dt
(f1(t)f2(t)→i + g1(t)g2(t)→j)

=
d

dt
(f1(t)f2(t)→i) +

d

dt
(g1(t)g2(t)→j)

= (f ′
1(t)f2(t) + f1(t)f ′

2(t))→i + (g′
1(t)g2(t) + g1(t)g′

2(t))→j

= (f ′
1(t)f2(t)→i + g′

1(t)g2(t)→j) + (f1(t)f ′
2(t)→i + g1(t)g′

2(t)→j)

=< f ′
1(t), g′

1(t) > ⋅ < f2(t), g2(t) > + < f1(t), g1(t) > ⋅ < f ′
2(t), g′

2(t) >

= →r′(t) →u(t) + →r(t) →u′(t)

第五条（重点）

推导如下：

下面我们开始求导，由于式子太长，因此在后续的推导中我们将省略t，推导如下

d

dt
(→r(t) × →u(t))

=
d

dt
(< f ∗ 1(t), g ∗ 1(t),h ∗ 1(t) > × < f ∗ 2(t), g ∗ 2(t),h ∗ 2(t) >)

=
d

dt

=
d

dt
((g ∗ 1(t)h ∗ 2(t) − h ∗ 1(t)g ∗ 2(t))→i − (f ∗ 1(t)h ∗ 2(t) − h ∗ 1(t)f ∗ 2(t))→j + (f ∗ 1(t)g

⎡⎢⎣ →i →j →k

f ∗ 1(t) g ∗ 1(t) h ∗ 1(t)

f ∗ 2(t) g ∗ 2(t) h ∗ 2(t)

⎤⎥⎦



速度和加速度 & 斜抛运动

= (g1h2 − h1g2)′
→i − (f1h2 − h1f2)′

→j + (f1g2 − g1f2)′
→k

= (g′
1h2 + g1h

′
2 − h′

1g2 − h1g
′
2)→i − (f ′

1h2 + f1h
′
2 − h′

1f2 − h1f
′
2)→j + (f ′

1g2 + f1g
′
2 − g′

1f2 − g1

= ((g′
1h2 − h′

1g2)→i − (f ′
1h2 − h′

1f2)→j + (f ′
1g2 − g′

1f2)→k) + ((g1h
′
2 − h1g

′
2)→i − (f1h

′
2 − h1f

′
2)→j +

= +

= →r′(t) × →u(t) + →r(t) × →u′(t)∣ →i →j →k

f ′
1 g′

1 h′
1

f2 g2 h2∣ ∣ →i →j →k

f1 g1 h1

f ′
2 g′

2 h′
2∣第六条（重点）：当向量值函数的参数不再是 简单的t，而是 w(t) 时，对

f(w(t))和g(w(t))的求导会遵循链式法则，分别得到f ′(w(t))w′(t)和g′(w(t))w′(t)

，得到的结果是 f ′(w(t))w′(t)→i + g′(w(t))w′(t)→j，推导如下:

d

dt
→r(w(t))

=
d

dt
(f(w(t))→i + g(w(t))→j)

=
d

dt
(f(w(t)))→i +

d

dt
(g(w(t)))→j

= f ′(w(t))w′(t)→i + g′(w(t))w′(t)→j

= w′(t)(f ′(w(t))→i + g′(w(t))→j)

= w′(t)→r′(w(t))

第七条（重点）：依据第四条点乘公式，求导之后得到

2→r ⋅ (t)→r′(t) = 0

那么很自然可得→r(t) ⋅ →r′(t) = 0

积分：对向量值函数德各个分量分别求定积分和不定积分。
定积分：直接对各个函数分量求定积分即可

不定积分 > 注意不定积分带带常数。 - 推导：假设f(t)，g(t)和h(t)的原函数分别是

F(t)、G(t) 和 H(t)，设向量 →R(t) = F(t)→i − G(t)→j + H(t)→k，推导如下：

因此也可得 →R′(t) = →r(t)

∫ →r(t) = ∫ f(t)→i − ∫ g(t)→j + ∫ h(t)→k

= (F(t) + C ∗ 1)→i − (G(t) + C ∗ 2)→j + (H ∗ t + C ∗ 3)→k

= (F(t)→i − G(t)→j + H(t)→k) + (C ∗ 1→i − C ∗ 2→j + C_3→k)

= →R(t) + →C

设现在存在一个物体

t 时刻位置：→r(t) = x(t)→i + y(t)→j

速度
推导

在初始阶段，该物体的位置为→r(t) = x(t)→i + y(t)→j



在Δ(t) 时间后，该物体的位置为→r(t + Δt) = x(t + Δt)→i + y(t + Δt)→j

因此这段时间的位移量的变化用向量表示为→r(t + Δt) − →r(t)

因为一段时间内的平均速度 = 位移量 / 时间长度，设平均速度为→v，那么

→v =
→r(t + Δt) − →r(t)

Δt

那么要求解瞬时速度，我们需要让Δt → 0，由此解得

lim
Δt→0

→v = lim
Δt→0

→r(t + Δt) − →r(t)

Δt

该速度表达式也是我们前面提到的向量值函数的导数表达式→r′(t)，我们用向量替
换掉→r(t + Δt)和→r(t)，再对其格式进行一下整理，可得

→v = →r′(t) = lim
Δt→0

(x(t + Δt)→i + y(t + Δt)→j) − (x(t)→i + y(t)→j)

Δt

= lim ∗Δt → 0
x(t + Δt) − x(t)

Δt
→i + lim _Δt → 0

y(t + Δt) − y(t)

Δt
→j

= x′(t)→i + y′(t)→j

那么该速度的大小为|→v(t)| = √(x′(t))2 + (y′(t))2

加速度

我们可以看到物体瞬时速度的大小就是位移向量值函数的导数，那么加速度作为速度
的变化量，可以推导出其值为速度向量值函数的导数

公式：→a = →r′′(t) = →v′(t) = x′′(t)→i + y′′(t)→j

位移、速度、加速度图像
求公式 -> 带入值 -> 求特特定 t 下的向量 -> 绘制向量

初值问题
通过多次不定积分求解原函数，通过带入值求解常数项

斜抛运动
物理分析：垂直方向上的力为重力，水平方向上无作用力（不考虑空气阻力）

情景假设：该物体以速度v0抛出，抛出时速度与水平面夹角为θ，高度为 h，物体质
量为 m，重力加速度为 g。下面分析该物体在 t 时刻的位移和速度。
坐标系建立：x 轴向右，y 轴向上，那么起始的位移就是→r(0) = h→j，起始的速度为
→v(0) = v0 cos θ→i + v0 sin θ→j，唯一的作用力是重力，其可以表示为 →F = −mg→j

目的：求解时刻t的速度 →v(t) 和位移 →r(t)

数学建模：

因为加速度a = −g→j，因此速度→v(t) = −gt→j + (C1
→i + C2

→j)

因为 t=0 时，→v(0) = v0 cos θ→i + v0 sin θ→j

因此，C1 = v0 cos θ，C2 = v0 sin θ，速度的公式为

→v(t) = −gt→j + (v0 cos θ→i + v0 sin θ→j)

= v0 cos θ→i + (v0 sin θ − gt)→j



切向量 & 法向量

对速度向量值函数进行积分，解得位移公式为

→x(t) = v0(cos θ)t→i + (v0(sin θ)t −
1

2
gt2)→j + (C1

→i + C2
→j)

因为当 t=0 时，位移为：→r(0) = h→j，因此C1 = 0，C2 = h

因此位移公式为：

→x(t) = v0(cos θ)t→i + (v0(sin θ)t −
1

2
gt2)→j + h→j

= v0(cos θ)t→i + (v0(sin θ)t −
1

2
gt2 + h)→j

斜抛运动总结总结
速度向量值函数

→v(t) = v0 cos θ→i + (v0 sin θ − gt)→j

位移向量值函数

→x(t) = v0(cos θ)t→i + (v0(sin θ)t −
1

2
gt2 + h)→j

单位切向量：方向与→r′(t)相同，表示如下（→r′(t) ≠ 0）：

→T (t) =
→r′(t)

|→r′(t)|

切线求解
假设曲线的向量值函数为 →r(t)，求解点 P(x0, y0, z0) 处的切线
因为切线的向量值函数为

→T (t) =
→r′(t)

|→r′(t)|

对于点 P，我们需要根据 x0, y0 和 z0 求解出 t 的值，然后将其带入 →T (t), 得到切线的向量
向量的三个值也就是经过点 P 的直线的方向向量，由此可以得出切线的参数方程
单位法向量

推导
在之前的结论里面我们知道，如果 →r(t) ⋅ →r(t) = c，那么 →r(t) ⋅ →r′(t) = 0

因为切向量 →T (t) 为单位向量，因此 →T (t) ⋅ →T (t) = | →T 2(t)| = 1

根据之前的结论 →T (t) ⋅ →T (t) = c → →T (t) ⋅ →T ′(t) = 0，因此可以看到切向向量及其
微分向量方向是垂直的

因为单位法向量和单位切向量垂直，因此我们推断单位切向量的微分就是单位法
向量

单位法向量公式（| →T ′(t)| ≠ 0）



→N(t) =
→T ′(t)

| →T ′(t)|

这里有两个问题：

1. 在什么情况下会出现 →T (t) ⋅ →T (t) = c 的情况？

2. 为什么单位法向量不直接是 →T ′(t)？

另一种寻找法向量的方法

假设单位切向量 →T (t) = x(t)→i + y(t)→j（| →T (t)| = √x2(t) + y2(t) = 1），那么其单位法
向量可以是

→N(t) = y(t)→i − x(t)→j，因为 →T (t) ⋅ →N(t) = x(t)y(t) − x(t)y(t) = 0，满足两向量垂
直，且 →N(t) 为单位向量
→N(t) = −y(t)→i + x(t)→j，理由同上

加速度在水平 & 垂直方向上的分量
物理意义

对于以匀速行驶的物体
速度和加速度的向量是垂直的（这个是根据前面那个定理，如果 |→r′(t)|2 = c

，那么 →r′(t) ⋅ →r′(t) = 0，那么式子两边求导可得 →r′(t) ⋅ →r′′(t) = 0，也就是速
度向量和加速度向量垂直）

对于以变速行驶的物体
速度和加速度向量不一定垂直，如斜抛运动，加速度一直向下，和运动轨迹
无关

加速度向量

加速度向量 →a(t) 在速度向量 →T (t) 和速度法向量 →T (t) 之间
推导 1

我们想要求解的是 →a(t) = →v′(t) = aT →T (t) + aN →N(t) 中的 aT  和 aN，其中
→T (t) 和 →N(t) 分别是和速度平行的单位向量和垂直于速度的单位向量
设位移向量为 →r(t)

那么速度的方向向量 →v(t) = →r′(t)，其单位向量为 →T (t) = →v(t)

|→v(t)|

对该式进行移向，得到 →v(t) = →T (t)|→v(t)|

要得到 →v′(t)，需要对等式两端进行求导，得到 →v′(t) = d
dt

( →T (t)|→v(t)|)

因此 →a(t) = →v′(t) = →T ′(t)|→v(t)| + →T (t) d
dt (|→v(t)|)

又因为 →N(t) =
→T ′(t)

| →T ′(t)|

移向可得 →T ′(t) = →N(t)| →T ′(t)|

带入 →a(t) 可得 →a(t) = →N(t)| →T ′(t)||→v(t)| + →T (t) d
dt (|→v(t)|)

那么 →a(t) = →v′(t) = aT →T (t) + aN →N(t) 中的 aT  和 aN  分别为

aT =
d

dt
(|→v(t)|)

而



aN = | →T ′(t)||→v(t)|

这两个值分别为加速度的切向和法向向量大小

推导 2

别记错投影公式！

不从公式的角度运算，我们还可以这么理解。加速度的切向和法向分量，是加速
度向量 →a 在速度的切向 →T  和法向 →N  方向分量上的投影。
依然假设位移向量为 →r(t)，那么速度向量为 →v(t) = →r′(t)，加速度向量为
→a(t) = →v′(t) = →r′′(t)

而 →a(t) = proj
→T
→a →T + proj

→N
→a →N

我们之前学过，一个向量 →u 在另一个向量 →v 上的投影的公式为

proj
→v→u =

→u ⋅ →v

|→v|2
→v

那么该投影的长度为

|proj
→v|→u = |

→u ⋅ →v

|→v|2
→v| =

→u ⋅ →v

|→v|2
|→v| =

→u ⋅ →v

|→v|

那么由此我们可以得到，向量 →a 在向量 →T  上的投影的大小为

aT = |proj
→T
→a| =

→a ⋅ →T

| →T |
= →a ⋅ →T

以此类推，向量 →a 在向量 →N  上的投影的大小为

aN = |proj
→N
→a| =

→a ⋅ →N

| →N |
= →a ⋅ →N

因为 →T = →v
|→v|
，因此 aT  还可以写成

aT =
→a ⋅ →v

|→v|

因为 →N =
→T ′(t)

| →T ′(t)|
，因此 aN  还可以写成（这种方法解不出来）

aN =
→T ′(t) ⋅ →a

| →T ′(t)|

我们现在来看一下几个向量之间的几何关系（设向量 →T  和向量 →a 之间的夹角为
θ，向量 →a 和向量 aN  之间的夹角为 ϕ）



弧长和曲率

根据上述图像，可得如下关系式：

→a ⋅ →N = |→a|| →N | cosϕ

在上述式子中，|→a|| cosϕ| = aN

而根据几何关系我们还可以看出，aN = |→a| sin θ

因此 →a ⋅ →N = | →N ||→a| sin θ

因为

| →N | = | →T | = 1

因此，aN = →a ⋅ →N = | →T ||→a| sin θ = |→a × →T |

又因 →T = →v
|→v|

因此原式等于

aN = →a ⋅ →N = | →T ||→a| sin θ = |→a × →T | =
|→v × →a|

|→v|

公式总结
速度方向上的加速度分量

aT = →a ⋅ →T =
→a ⋅ →v

|→v|

速度法向量方向上的加速度分量

aN = →a ⋅ →N =
|→v × →a|

|→v|
=√→a2 − a2

T

弧长
单变量函数弧长求解复习

在对向量值函数求解弧长之前，我们先复习一下对单变量函数求解弧长的过程

设一单变量函数为 y = f(x)，那么一段弧长的计算公式是

Δs = √Δx2 + Δy2

从中提取出 Δx，可以得到



Δs = √1 + (
Δy

Δx
)2Δx

将 Δ 改为微元，可得

ds = √1 + (
dy

dx
)2dx

将 s 视作关于 x 的函数，y 视作关于 x 的函数，那么其可写作如下形式

ds =√1 + (y′)2dx

要求解弧长 s，我们对该式关于 x 进行积分，可得如下结果

s = ∫
b

a

√1 + (y′)2dx

向量值函数的弧长求解推导
求解一段向量值函数的弧长的方法是，对该弧长的每一小段进行求解，然后在 t
的范围内对其求定积分

设 →r(t) = x(t)→i + y(t)→j + z(t)→k

那么这个曲线在 Δt 内的一小段弧长为 Δr = √Δx2 + Δy2 + Δz2

将 Δ 修改为微元，可得 ds = √dx2 + dy2 + dz2

对右边提取出一个 dt，可得

ds = √(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2 + (

dz

dt
)2dt

该式可以表达如下

s = ∫
b

a

√(x′)2 + (y′)2 + (z′)2dt

根据之前的内容，我们知道

→r′(t) = x′
→i + y′

→j + z′
→k

那么

s = ∫
b

a

√(x′)2 + (y′)2 + (z′)2dt = ∫
b

a

|→r′(t)|dt

还可以这么理解：→r(t) 是物体经过的路径，→v(t) = |→r′(t)| 是物体在 t 时刻的瞬时速
度，在一段时间（t=a 到 t=b 时刻）内对速度进行积分，就可以得到位移的量，这就
是 L = ∫ b

a
→r′(t)dt

弧长函数
当 t 不是一个定值，而是一个变量时，从 a 到 t 时刻的弧长定义如下：



s(t) = ∫
t

a

|→r′(t)|dt

这个 s(t) 就是 arc length parameter
根据微积分第一定律：

d

dx
∫

x

a

f(x)dx = f(x)

那么

d

dt
∫

t

a

|r′(u)|du = |r′(t)|

需要注意的是，这里的 s(t) 是指的路程，而不是位移。因此该值总是为正。

弧长参数 s

这一段我在理解上废了功夫，其中这个
calculus - How do you determine whether a curve uses arc length as a
parameter? - Mathematics Stack Exchange 问题下的回答
这个 12.5 The Arc Length Parameter and Curvature‣ Chapter 12 Vector Valued
Functions ‣ Calculus III (und.edu) 讲义
Parametrize a Curve with Respect to Arc Length (youtube.com) 还有这个视频
给了我很大的启发。

定义
首先我们需要思考，为什么需要弧长参数 s？这里可以有两种定义轨迹曲线位移
的方式：

用时刻 t 来定义位移：比如我们想知道 t=1 时，坐标在哪里？
用弧长 s 来定义位移：比如我们想知道 s=1 时，坐标在哪里？这个用来标
记位置的弧长参数 s 就是我们要寻找的目标

求解
根据前文我们可知

s(t) = ∫
t

a

|→r′(t)|dt

我们便可以计算出 s(t) 的关系式，将 t = g(s) （g 为 s 的反函数）带入 →r(t)，便
可得到 →r(s)

推导
因为

dr

dt
=

dr

ds

ds

dt

利用导数替换掉分式可得：

https://math.stackexchange.com/questions/484142/how-do-you-determine-whether-a-curve-uses-arc-length-as-a-parameter
https://math.stackexchange.com/questions/484142/how-do-you-determine-whether-a-curve-uses-arc-length-as-a-parameter
https://sites.und.edu/timothy.prescott/apex/web/apex.Ch12.S5.html
https://sites.und.edu/timothy.prescott/apex/web/apex.Ch12.S5.html
https://www.youtube.com/watch?v=G0R-qialKlE


→r′(t) = →r′(s)s′(t)

通过移向可得

→r′(s) =
→r′(t)

s′(t)

又因为

ds

dt
= s′(t) = |→r′(t)|

可得

→r′(s) =
→r′(t)

|→r′(t)|

这个值我们是见过的，他就是 →T (t)，也就是速度方向上的单位向量
→r′(s) 与 →r′(t) 不同的是，|→r′(s)| = 1，是个单位向量

如果要使 t 为弧长参数，当且仅当在 |→r′(t)| = 1 的情况下才能实现，也就是说
s = t；同理，当 |→r′(t)| = 1 时，t 为单位向量

含义
在前文我们提到过，→r(t) 相当于位移
|→r′(t)| 相当于 t 时刻速度的大小
→T (t) 是速度方向上的单位向量，也是 →r′(s)，当且仅当 |→r′(s)| = 1 时 s 为弧长参
数

结论

弧长参数的应用 -> 曲率

曲率的学习也可以参考这里：

Curvature intuition (youtube.com)
Curvature formula, part 1 (youtube.com)
Curvature formula, part 2 (youtube.com)
Curvature formula, part 3 (youtube.com)
12.5 The Arc Length Parameter and Curvature‣ Chapter 12 Vector Valued
Functions ‣ Calculus III (und.edu)

https://www.youtube.com/watch?v=ugtUGhBSeE0
https://www.youtube.com/watch?v=gspjhwSNMWs
https://www.youtube.com/watch?v=Q-BxnC-uWQo
https://www.youtube.com/watch?v=8V4_4M90RfA
https://sites.und.edu/timothy.prescott/apex/web/apex.Ch12.S5.html
https://sites.und.edu/timothy.prescott/apex/web/apex.Ch12.S5.html


定义 & 推导
曲率是用来衡量曲线的弯曲程度的变量，弯曲越狠，曲率越大 -> 可以这样翻
译：在同样的弧长内，单位速度向量的变化越大，曲率越大

那么我们这样定义曲率

K = |
d →T

ds
| = | →T ′(s)|

如果 →r(s) 是以 s 作为弧长参数，那么存在如下式子：

→T (s) =
→r′(s)

|→r′(s)|

我们换一种方法写 K:

K = |
d →T

ds
|

= |
d →T
dt

ds
dt

|

=
| →T ′(t)|

|s′(t)|

根据前文我们知道

|s′(t)| = |→r′(t)|

因此原式可改写如下

K =
| →T ′(t)|

|s′(t)|
=

| →T ′(t)|

|→r′(t)|

因为

→T (t) =
→r′(t)

|→r′(t)|

移向后可得

→r′(t) = →T (t)|→r′(t)|

对等式两边求导可得

→r′′(t) = →T ′(t)|→r′(t)| + →T (t)|→r′′(t)|

下面我们要做的是将 | →T ′(t)| 的形式给凑出来

→r′(t) × →r′′(t)

= ( →T (t)|→r′(t)|) × ( →T ′(t)|→r′(t)| + →T (t)|→r′′(t)|)

= →T (t)|→r′(t)| × →T ′(t)|→r′(t)| + →T (t)|→r′(t)| × →T (t)|→r′′(t)|



根据叉乘的性质（因为一个向量构不成一个平面，因此不存在其叉乘结果，代数
上也可以推导出这个性质。因为当一个行列式的两行都相同时，最后所有的代数
余子式都为 0）

→T (t) × →T (t) = 0

原式可以改写为

→r′(t) × →r′′(t) = →T (t)|→r′(t)| × →T ′(t)|→r′(t)| = ( →T (t) × →T ′(t))|→r′(t)|2

那么

|→r′(t) × →r′′(t)| = | →T (t) × →T ′(t)||→r′(t)|2

根据叉乘的值的性质我们知道

| →T (t) × →T ′(t)| = | →T (t)|| →T ′(t)| sin θ

因为 →T (t) 是曲线切线方向（速度方向）上的单位向量，因此 | →T (t)| = 1，由此
→T (t) ⋅ →T (t) = 1，对两边求导可得 →T (t) ⋅ →T ′(t) = 0

也就是说 →T (t) 和 →T ′(t) 垂直。那么 sin θ = 1。因此
| →T (t) × →T ′(t)| = | →T (t)|| →T ′(t)| sin θ = | →T (t)|| →T ′(t)| = | →T ′(t)| （因为 →T (t) 是单位向
量，长度为 1）
因此原式可改写为

|→r′(t) × →r′′(t)| = | →T ′(t)||→r′(t)|2

那么我们可以得到用 →r(t) 及其相关导数表示的 | →T ′(t)|

| →T ′(t)| =
|→r′(t) × →r′′(t)|

|→r′(t)|2

因此曲率公式可改写为

K =
| →T ′(t)|

|s′(t)|
=

| →T ′(t)|

|→r′(t)|

=
|→r′(t) × →r′′(t)|

|→r′(t)||→r′(t)|2

=
|→r′(t) × →r′′(t)|

|→r′(t)|3

一般函数 y = f(x) 的曲率公式
设函数为 y = f(x)

该函数用位移 →r(x) 表示如下

该函数用向量这样表示是因为，对于一般的向量值函数
→r(t) = x(t)→i + y(t)→j + z(t)→k，x、y 和 z 是关于 t 的函数。而在 y = f(x) 中，
这三项是关于 x 的函数，x = x，y = f(x)，z = 0 ∗ x。



→r(x) = x→i + y→j

对 →r(x) 求导得到

→r′(x) = →i + y′
→j

对 →r′(x) 求导得到

→r′′(x) = y′′
→j

那么按照同样的方式定义曲率 （斜率的变化量/弧长）

K = |
d →T

ds
| =

|→r′(x) × →r′′(x)|

|→r′(x)|3

→r′(x) × →r′′(x) 的叉乘行列式如下： ∣→i →j →k

1 y′ 0

0 y′′ 0∣该行列式的计算结果为

|→r′(x) × →r′′(x)| = |y′′
→k| = |y′′|

那么曲率的结果为

K = |
d →T

ds
| =

|y′′|

√1 + (y′)2

公式总结
向量值函数的曲率公式

K = |
d →T

ds
| = | →T ′(s)|

=
| →T ′(t)|

|s′(t)|
=

| →T ′(t)|

|→r′(t)|

=
|→r′(t) × →r′′(t)|

|→r′(t)|3

一般函数的曲率公式

K = |
d →T

ds
| =

|y′′|

(√1 + (y′)2)3

应用：速度，曲率与加速度的关系
加速度的切向分量：速度的变化率 -> 弧长的变化率
加速度的法向分量：是速度和曲率的函数



总结

推导：如何用速度和曲率表示加速度

aT  推导如下

aT =
d

dt
(|→v(t)|)

aN  推导如下

aN = →a ⋅ →N =
|→v × →a|

|→v|
=√→a2 − a2

T

=
ds

dt
(|→v|K)

= K(
ds

dt
)2



Chapter 13：多变量函数
多变量函数简介

多变量函数介绍

其中，多变量函数的定义域和值域、四则运算规则、复合运算规则，多项式函数、有理函
数等都和但变量函数中的规则相同。

多变量函数图像
确定定义域，值域

假设函数为 f(x, y)， 令 z = f(x, y)，然后绘制不同 z 下的曲线图，综合起来就是函
数图像

Level Curve（针对 2 变量函数）
假设函数为 z = f(x, y)，令 z 等于不同的 c（也就是令 f(x, y) 等于不同的常数），
可以绘制出不同常数下的曲线



极限和连续

这种方法常用于在地理上绘制等高线

称其为 Level Curve 是因为设定函数值为常数时，绘制出的是关于 x 和 y 的曲线
Level Surface（针对 3 变量函数）

加设函数为 f(x, y, z)，令 f(x, y, z) 等于不同的常数 c，即可绘制出 Level Surface
这种方法常用于工业中用不同颜色来表示不同温度下的曲面

称其为 Level Curve 是因为设定函数值为常数时，绘制出的是关于 x、y 和 z 的曲面
计算机绘制的立体图像

平面中相邻点的定义
回顾空间中两点之间的距离函数：d = √(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2

设空间中 δ− 相邻的概念为：以 (x0, y0) 为圆心的以 δ 为半径的圆（δ > 0）内的点。
用数学语言表示为一个集合，该集合满足 {(x, y) : √(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ}

open disk ：公式中为 <



closed disk ：公式中为 ≤
内部点：内部点的 δ 半径内，所有点都在 R 区域内
边界点：边界点 δ 半径内，部分点在 R 区域里面，部分点在 R 区域外面
开区间：所有点都是内部点

闭区间：存在完整的边界

2 变量函数的极限定义
单变量函数极限回顾

在函数 y = f(x) 中，对于坐标 (x0, y0)，对于任意的 ϵ > 0，总存在对应的 δ，使
得对于任意的 0 < |x − x0| < δ，总有 |y0 − L| < ϵ；我们称 y = f(x) 在点 x0 处
的极限为 L

定义
在函数 f(x, y) 中，对于坐标 (x0, y0, f(x0, y0))；对于任意的 ϵ > 0，总存在对应
的 δ，使得对于任意 0 < √(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ，总有 |f(x0, y0) − L| < ϵ；
我们称 f(x, y) 在点 (x0, y0) 处的极限为 L
符号表示为

lim (x, y) → (x0, y0)f(x, y) = L

单/多变量函数对比
坐标中的元素个数：2->3
两点之间距离的定义变化了：0 < |x − x0| < δ ->
0 < √(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ

极限的下标由 x → x0 转变为 (x, y) → (x0, y0)，从而导致对于 → 符号含义的变
化

对于单变量求极限，只需要考虑左极限和右极限；两极限相等，则极限存在

对于多变量函数求极限，对于任意方向趋近，极限值都必须相等，否则极限
不存在

证明极限：从 0 < √(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ 推导到 |f(x0, y0) − L| < ϵ，令 δ 等于
关于 ϵ 的某个值，证明极限存在（要点：函数的放缩，涉及到不等式的问题）

案例 1



案例 2

极限的求解：像单变量一样，直接带入/因式分解/有理化
极限存在性



偏导

肉眼观察法：如 lim
(x,y)→(0,0)

1
x2+y2  显然不存在，因为 x2 + y2 无限趋近于 0，那么

这个值无限趋近于无穷大

探测当从各个方向趋近时，极限是否都相同。例如设置 y = kx，将其带入极限
的求解公式（k 可以是不同的常数）。若求得的极限结果与 k 相关，那么表明从
各个方向趋近时（k 不同），极限不同。那么极限不存在，否则极限存在。

2 变量函数的连续性定义
函数 f(x, y) 在点 (x0, y0) 连续

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

函数 f(x, y) 连续：函数在开区间上任何点都连续，则该函数在开区间上为连续函数
连续多变量函数在 (x0, y0) 点的四则运算：用标量乘、函数相乘、加减除，(x0, y0)

处依然保持连续

复合函数连续：两复合函数在 (x0, y0) 处连续，将其复合后在该点依然保持连续
连续性测试：需要找到不连续的地方（根据函数定义域）

3 变量函数的连续性定义
相比两变量函数的变化：邻域点的定义发生了变化，但是依然采用距离公式，内部点
和区间的定义也因此做了一些微小的调整，此时邻域为一个球形。其他的定义和定理
都和 2 变量情况下类似，此处不再赘述

2 变量函数的偏导定义 & 计算
偏导的含义：函数值随单个自变量变化的量度

偏导的求解：把其他自变量当作常数，求解函数值对特定自变量（你想要分析的自变
量）的导数

偏导的符号表示



偏导的几何意义
假设函数为 z = f(x, y)（该函数形成的是一个三维空间中的曲面）

当 y = y0 时，函数 z = f(x, y0) 为 z = f(x, y) 和平面 y = y0 的交线。对
z = f(x, y0) 求 x 偏导

zx = lim
Δx→0

f(x0 + Δx, y0) − f(x0, y0)

Δx

当 x = x0 时，函数 z = f(x0, y) 为 z = f(x, y) 和平面 x = x0 的交线。对
z = f(x0, y) 求 y 偏导

zy = lim
Δy→0

f(x0, y0 + Δy) − f(x0, y0)

Δy

总结： ∂f
∂x  和 ∂f

∂y  分别为函数 f 在 y 和 x 固定时，x 和 y 方向上曲线的斜率

某点 (x0, y0) 处的偏导计算：直接带入值即可
偏导的其他应用：求解函数相对于某一自变量的变化率

3 变量及更多变量函数的偏导定义 & 计算：和前面两个变量的类似，此处不再赘述
2 或 3 变量函数的高阶偏导

最后两种也叫 mixed partial derivative ，其中，如果 fxy 和 fyx 是开区间 R 上的
连续函数，那么对于 R 上的所有 (x, y)，都有 fxy = fyx。对于 3 个变量及以上的函
数，该性质仍然成立。





微分

单变量函数的增量和微分复习
增量：f(x + Δx) − f(x)

微分：dy = f ′(x)dx

增量和微分的概念 & 两变量函数的微分定义
设函数为 z = f(x, y)，x 的增量为 Δx，y 的增量为 Δy

那么 z 的增量为 Δz = f(x + Δx, y + Δy) − f(x, y)

x 的微分为 dx，y 的微分为 dy
全微分的定义如下

dz =
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy = fx(x, y)dx + fy(x, y)dy

全微分公式拓展



对于有多个变量的全微分，其值等于函数对各个自变量的偏导 * 该自变量的微分
的和

例如对于函数 z = f(x, y,u,w)，其全微分为

dz =
∂z

∂x
dx +

∂z

∂y
dy +

∂z

∂u
du +

∂z

∂w
dw

是否可微判断

注意多变量函数可微的条件和单变量函数不相同，对于单变量函数，只需要其导数存
在即可。而对于多变量函数，fx 和 fy 都存在不一定证明其可微。因为在那个点有可
能根本就不可导。

初步判断

三元函数的微分形式与可微判断与二元函数类似，此处不再赘述。

在某个点可微：设函数为 Δz，判断该 Δz 是否能写成
fxΔx + fyΔy + ϵ1Δx + ϵ2Δy，且当 (Δx, Δy) → (0, 0) 时，ϵ1 和 ϵ2 趋近于 0
在区域 R 内可微：在区域 R 内的每个点都可微

严谨判断：对于函数 f(x, y)，若 fx 和 fy 都在开区域 R 上连续，那么 f(x, y) 在区域
R 上可微

微分近似
设函数为 z = f(x, y)

函数值的微分

dz = fxdx + fydy

函数值的变化量

Δz = fxΔx + fyΔy + ϵ1Δx + ϵ2Δy

而因为函数可微，当 Δx 和 Δy 趋近于 0 时，ϵ1 和 ϵ2 趋近于 0。因为此时 Δx 和 Δy

并不大，因此我们可以试图使用省略后面两项。将函数值的变化量写作如下形式

Δz = fxΔx + fyΔy

那么误差为 ϵ1Δx + ϵ2Δy

这种方法称为线性近似

误差分析
相对误差公式为 ΔV

V

其可以近似为 dV
V

可导与连续
如果函数 f(x, y) 在区间 R 上可导，那么它在 R 上连续。证明如下

我们的证明目标是从

Δz = (fx(x0, y0) + ϵ1)Δx + (fy(x0, y0) + ϵ2)Δy



多变量的链式法则

到

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

\因为 f(x, y) 在区间 R 上可导，因此

Δz = (fx(x0, y0) + ϵ1)Δx + (fy(x0, y0) + ϵ2)Δy

且当 (Δx, Δy) → (0, 0) 时，ϵ1 和 ϵ2 趋近于 0
因为

Δz = f(x0 + Δx, y0 + Δy) − f(x0, y0)

那么

f(x0 + Δx, y0 + Δy) − f(x0, y0) = (fx(x0, y0) + ϵ1)Δx + (fy(x0, y0) + ϵ2)Δy

因为

Δx = x − x0

Δy = y − y0

那么原式可以改写为

f(x0 + Δx, y0 + Δy) − f(x0, y0) = (fx(x0, y0) + ϵ1)(x − x0) + (fy(x0, y0) + ϵ2)(y − y0)

令

x = x0 + Δx

y = y0 + Δy

那么原式可以改写为

f(x, y) − f(x0, y0) = (fx(x0, y0) + ϵ1)(x − x0) + (fy(x0, y0) + ϵ2)(y − y0)

而当 (Δx, Δy) → (0, 0)，我们可以得到

lim (x, y) → (x0, y0)f(x, y) − f(x0, y0) = 0

因此

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

满足连续性条件，因此当函数 f(x, y) 在 (x0, y0) 处可微时，函数在该处连续
如果函数 f(x, y) 在区间 R 上不连续，那么它在 R 上一定不可导

多变量链式法则
简易方法：假设 w 是关于 x 和 y 的函数，而 x 和 y 又是关于 s 和 t 的函数。我们可
以直接带入 x 和 y 的函数到 w（构成复合函数），以实现对 s 和 t 偏导的直接求



解。

单自变量的链式法则： w 是关于 x 和 y 的函数，而 x 和 y 又是关于 t 的函数。那么
w 关于 t 的导数为

注意 dw
dt

 和 ∂w
∂t

 之间的区别，后者是求偏导，是指在有多个自变量的情况下，求
解函数关于其中一个自变量的变化率。如果说只有 t 一个参数，而没有其他的，
那么就是求导数。否则则用偏导符号，譬如 ∂w

∂x
 和 ∂w

∂y

dw

dt
=

∂w

∂x

dx

dt
+

∂w

∂y

dy

dt

多自变量的链式法则：w 是关于 x 和 y 的函数，而 x 和 y 又是关于 s 和 t 的函数。
那么要求 w 关于 t 的偏导，和 w 关于 s 的偏导，我们需要分开求解

∂w

∂t
=

∂w

∂x

∂x

∂t
+

∂w

∂y

∂y

∂t
∂w

∂s
=

∂w

∂x

∂x

∂s
+

∂w

∂y

∂y

∂s

对于更多自变量的情况，链式法则依然适用

隐函数偏导 & 链式法则
隐函数偏导

回顾：隐函数是无法直接得出 y 和 x 的关系的函数。其结果隐藏在 F(x, y) = 0

中

设隐函数的格式如下

F(x, y) = 0

令 w = F(x, y)。我们现在可以看到，w 是关于 x 和 y 的函数，而 x 是关于 x 的
函数，y 是关于 x 的函数。
换个符号，我们可以这样看，w 是关于 u 和 v 的函数（w = G(u, v)），而
u = x，v = f(x)。

根据链式法则，w 关于 x 的函数可以这样写

dw

dx
=

∂w

∂u

du

dx
+

∂w

∂v

dv

dx

根据前文内容，我们知道 w = 0，那么 dw
dx

= 0；再将 u = x, v = f(x) 带回式
子，可得

Fx + Fy

dy

dx
= 0

因此可得隐函数中

dy

dx
= −

Fx

Fy



方向导数和梯度

这个油管视频对方向导数和梯度的讲解很清晰：Directional Derivatives | What's the slope
in any direction? - YouTube

隐函数链式法则

两变量函数的方向导数
前情提要：设存在一个曲线 z = f(x, y)。fx 是当 y 固定时，在 x 方向上的曲线的斜
率。fy 是当 x 固定时，在 y 方向上的曲线的斜率。
问题：根据之前的知识，我们只能求解在 x/y 方向上的斜率，无法求解三维曲面任意
方向上的斜率（导数）。

解决办法：引入方向导数的概念
设我们想要求解的方向和 x 轴的夹角为 θ，那么该方向在 x 轴和 y 轴上的投影
分别是 cos θ 和 sin θ（此处定义的时候我们使用的是 θ，这样做有两个原因，一
来是我们暂时不在乎走了多远，只需要定义行走的方向；二来是
√(cos θ)2 + (sin θ)2 = 1，说明 (cos θ, sin θ) 是一个单位向量，后期我们可以用行
走的长度乘以这个单位向量，来获取目的地的点坐标）

假设我们的初始点坐标是 P(x0, y0)。在 xOy 平面上，往 θ 夹角方向走 t 个单
位，那么 x 方向的坐标为 x0 + t cos θ，y 方向的坐标为 y0 + t sin θ。因此新的目
的地的坐标为 (x0 + t cos θ, y0 + t sin θ)

在定义斜率之前，我们先用一个公式来表达对于函数 z = f(x, y)，从 P(x0, y0)

点触发，沿着与 x 轴为 θ 的角度走 t 个单位时，其函数值（z）的变化

Δz = f(x0 + t cos θ, y0 + t sin θ) − f(x0, y0)

因为其在 xOy 平面上（注意不是 x 轴或者 y 轴！）上行走的单位为 t
那么我们 Δz

t  来定义该行走长度下的切线斜率

Δz

t
=

f(x0 + t cos θ, y0 + t sin θ) − f(x0, y0)

t

要求解在 P(x0, y0) 处的切线，我们需要让 t → 0，那么该式便改写为

https://www.youtube.com/watch?v=GJODOGq7cAY
https://www.youtube.com/watch?v=GJODOGq7cAY


lim
t→0

Δz

t
= lim

t→0

f(x0 + t cos θ, y0 + t sin θ) − f(x0, y0)

t

若函数在该处可导，根据前文多变量函数微分的性质可得

f(x0 + t cos θ, y0 + t sin θ) − f(x0, y0) = fxdx + fydy

证明在这里：

由于 dx = t cos θ，dy = t sin θ，因此上述式子可以改写为

lim
t→0

(f(x0 + t cos θ, y0 + t sin θ) − f(x0, y0)) = dz = fxt cos θ + fyt sin θ

用该式除以 t， 前面的导数公式可以改写为

lim
t→0

Δz

t
= fx cos θ + fy sin θ

而 fx cos θ + fy sin θ 可以改写为两个向量的点乘形式

fx cos θ + fy sin θ =< fx, fy > ⋅ < cos θ, sin θ >

那么前面的导数公式可以改写为

lim
t→0

Δz

t
= fx cos θ + fy sin θ =< fx, fy > ⋅ < cos θ, sin θ >

这里的向量 (fx, fy) 被称为梯度，也记作 ∇f(x, y)，用来表示分别在 x 和 y 方向
上的斜率，也就是随着 x 和 y 变化带来的函数值的变化量；cos θ 和 sin θ 被称为
方向向量，用来表示行走的方向相对于 x 轴偏离的方向（该方向也可以用
→u = cos θ→i + sin θ→j 表示）；两者的乘积称为方向导数，以用 D

→uf 表示。

公式总结

注意：方向向量必须是单位向量，否则公式不成立（因为会把方向向量计算到行
走的长度里去）；如果方向向量不是单位向量，那么必须化为单位向量

方向导数



D
→uf(x, y) = lim

t→0

f(x0 + t cos θ, y0 + t sin θ) − f(x0, y0)

t

若在 P(x0, y0) 处可导，那么该导数可以改写为

D
→uf(x, y) = fx cos θ + fy sin θ =< fx, fy > ⋅ < cos θ, sin θ >= ∇f(x, y) ⋅ →u

两变量函数的梯度

梯度是平面中的一个向量（注意不是空间中，因为 ∇f(x, y) 只有 2 个分量 (fx, fy)

），其指向的是函数值增加最快的方向

回忆前文，在 →u 方向上的方向导数的值是梯度和方向向量 →u 的点乘
两变量函数梯度的应用

注意：梯度向量的方向和每一层的 Level curve 垂直（重要！）这个回答解释的很好

寻找让函数值增加最快和最慢的方向

可以将方向导数的表达式改写一下

D
→uf(x, y) = |→u||∇f(x, y)| cosϕ

由于 →u 是单位向量，因此 |→u| = 1，那么该式由可以改写为

D
→uf(x, y) = |∇f(x, y)| cosϕ

其中 ϕ 是梯度向量和方向向量的夹角。
从该式子中可以看出，方向导数的最大值是在 cosϕ = 1 时达到，也就是方向向量和
梯度向量平行，最大值为 |∇f(x, y)|，沿着该方向走上升最快；最小值是在
cosϕ = −1 时达到，也就是方向向量和梯度向量刚好相反，最小值为 −|∇f(x, y)|，
沿着该方向走下降最快；若 ∇f(x, y) = 0，那么方向导数为 0
对于一个 Level curve  f(x(t), y(t)) = c，我们可以对其两边求导得到
fxx(t)′ + fyy(t)′ = 0，由于 (x′(t), y′(t)) 就是沿着 level curve  的方向向量，而
(fx, fy) 就是对应的梯度，因此对于 level curve ，梯度向量总是垂直于方向向量

三变量函数中的方向导数和梯度：其他方面都和两变量形式类似，只不过这次方向导数不
再是斜率了（因为三变量以及函数值，会构成一个四维空间），此外，∇f(x, y, z) 垂直于
level surface  （不是 level curve  噢）

https://math.stackexchange.com/a/1680729/1326289


切平面和法线

普通二元函数转化为 level curve / level surface
一般的二元函数具有 f(x, y) 的形式，而要将其转化为 level curve/level
surface ，我们可以令 z = f(x, y)，那么 f(x, y) − z = 0

我们令 F(x, y, z) = f(x, y) − z = 0，那么 F(x, y, z) 的图像就是一个 level surface

切平面和曲面法线的方程
平面的法向量：∇F(x, y, z)

证明如下
设该曲面的方程为 F(x, y, z) = 0。现有一条曲线位于该曲面上，其方程为
→r(t) = x(t)→i + y(t)→j + z(t)→k

对 F(x, y, z) = 0 求导可得

Fx(x, y, z)x′(t) + Fy(x, y, z)y′(t) + Fz(x, y, z)z′(t) = 0

那么

∇F(x0, y0, z0) ⋅ →r′(t0) = 0

因为 →r′(t) 是沿着曲线轨迹的切线方向，因此可以看出 ∇F(x, y, z) 和该曲线垂
直。因为没有特定的指明是曲面上的哪一条曲线，只是过点 P，因此
∇F(x, y, z) 和曲面上过点 P 的任意一条曲线重合



因此曲面在 P  这一点的法向量就是 ∇F(x0, y0, z0)

切平面
假设平面过一点 P(x0, y0, z0)，因为平面的法向量为 ∇F(x, y, z)，因此该向量和
平面中过 P  的任何向量点乘都等于 0。因此该平面公式如下

Fx(x − x0) + Fy(y − y0) + Fz(z − z0) = 0

又因为对于两变量函数 F(x, y, z) = f(x, y) − z，因此 fz = −1，那么原式即为

Fx(x − x0) + Fy(y − y0) − (z − z0) = 0

曲面法线
曲面法线的的方向为 →n = ∇F(x0, y0, z0)

因为该法线过点 P(x0, y0)

因此曲面法线的参数方程为：

同上，对于两变量的函数 f(x, y)， 因为 fz = −1，因此原式为

x = x0 + Fxt

y = y0 + Fyt

z = z0 + Fzt

x = x0 + Fxt

y = y0 + Fyt

z = z0 − t

例题：两平面交线在点 P(x0, y0) 处的切线求解
注意：两平面相交于一条曲线，那么这条曲线垂直于两个平面的法线。两个平面的法
线的向量分别为两个平面的 ∇ 算子。那么要求同时垂直于两个向量的向量，就需要
对两个梯度向量求叉乘，得到的结果为这条切线的方向向量。

要求一点 P  处的切线，将 P 点的坐标带入方向向量即可。
空间中平面的倾角求解

某一曲线在 P(x0, y0) 处的切平面和水平面的倾角可由以下公式得到

cos θ =
1

√f 2
x + f 2

y + 1

复习：两平面夹角求解
两个平面各有一个法向量，该法向量的值即为平面的 ∇ 算子。平面的夹角就是
法向量的夹角。通过前文的点乘公式，我们可以求解夹角的余弦值。

夹角和倾角的不同点在于：夹角允许一个平面是斜着的，而倾角是一个平面和水平面的夹
角。三维空间中水平面的法向量就是 →k，因此求一个平面的倾角 -> 该平面法向量和 →k 的
余弦值

∇f(x, y) 和 ∇F(x, y, z) 比较
存在函数 f(x, y) = z， ∇f(x, y) 是二维空间中的向量，其垂直于 level curve
F(x, y, z) = f(x, y) − z = 0



两变量函数的极值

这里最小值、最大值、极小值、极大值的含义都和但变量函数中的概念相似。只不过区间
的开闭的定义发生了一些变化。

存在函数 f(x, y, z) = h，∇f(x, y, z) 是三维空间中的向量，其垂直于 level
surface  F(x, y, z,h) = f(x, y, z) − h = 0

最值点：一个 closed region R （也就是包含边界） 内，如果一个点比区域内所有的点
都大/小，那么它是区域内的最大/最小值
极值点：一个 open region R （也就是不包含边界） 内，如果一个点比它邻域里面所有
的点都大/小，那么它是区域内的极大/极小值

驻点

函数的极大/极小值可能出现的点
特点：对于两变量函数 f(x, y)， fx 和 fy 均为 0，或者其中一个偏导不存在
原理：两个偏导都是 0，也就意味着在这一点上，x 轴方向和 y 轴方向上的斜率都是
0，那么这一点就是一个水平的切平面。水平切平面上的切点，要么就是极小值，要
么就是极大值。

注意
如果一个点是极值点，那么它一定是驻点；反之，如果一个点是驻点，那么它不
一定是极值点。因为可能在函数值从小到大的变化过程中，有一个水平面作为过
渡的水平面（就像单变量函数 f(x) = x3 中出现的那样，(0, 0) 这个点的导数为
0，但它并不是极值点）
我们可以通过判断其周围的函数值（利用配方凑出平方项），来确定该点是否为
极值点。

但是我们无法直接从 fx 或者 fy 判断这个函数是否是极值点，也无法直接通过
二阶导 fxx 和 fyy 判断这里的凹凸性（对于单变量函数，y′ = 0 且 y′′ ≠ 0 可以直
接判断极值点）。

对于多变量函数，我们需要基于驻点的概念，在后期进行严格的极值点定义。

使用二阶偏导找到两变量函数的相对极值（基于驻点的极值点严格定义）

复习：单变量函数的凹凸性和其极值的关系
如果单变量函数的二阶导>0，那么其一阶导数逐渐增加，你可以看到函数图
像从左往右先减小，后增大

否则其一阶导数逐渐减小，函数图像从左往右先增大后减小

鞍点（ saddle point ）：一个 fx = 0 且 fy = 0 的点，在一个方向上是极大值，在
另一个方向上是极小值；如函数 f(x, y) = y2 − x2 在 (0, 0) 这个点的情况
二阶偏导测试

对于驻点（也就是 fx = 0 且 fy = 0 的点），要测试其是否是相对极值点，以及
是极大值还是极小值，需要通过 d = fxxfyy − f 2

xy

如果 d > 0 且 fxx > 0，那么该点是极小值点

如果 d > 0 且 fxx < 0，那么该点是极大值点



两变量函数极值的应用

拉格朗日乘子法

如果 d < 0，那么该点是鞍点

如果 d = 0，啥也不是，需要通过绘图确定极大还是极小值

如果有偏导不存在的情况，那么需要绘图确定极大还是极小值

测试原理
如果 d > 0，也就是说 fxxfyy > f 2

xy，那么 fxx 和 fyy 符号相同。也就是说这个函
数在 x 轴和 y 轴方向的曲线上，凹凸性相同，那么该点一定是极值点。否则如
果 d < 0，就说明这个函数在 x 轴和 y 轴方向的曲线上，凹凸性不同，一边是极
大值，一边是极小值。

在 d 的基础上，测试 fxx，就可以得知 x 方向上的凹凸性，确定其是极大值还是
极小值

该测试也可以用行列式表示，如下

d = ∣fxx fxy

fxy fyy∣极值点到最值点：需要将极值点的函数大小和边界上的点的函数大小比较。如果边界上的
点的值更大/小，那么边界上的值是最值（大/小）。否则，极值点就是最值点。
更多变量函数的驻点：所有的一阶偏导都为 0 的点，其他的定理在此处不予扩展

多变量函数值的最优化问题（应用题，根据题意列出函数，然后根据前文的极值求解方法
确定最大/最小值）

最小二乘法（几个重要公式）
平方误差和，我们的目的是让 S 尽可能小

Least Square regression line（证明见课本 P 965 面，此处不证明）

拉格朗日乘子法理解
应用：部分的函数极值问题。在限制函数的定义域的基础上，对函数中变量的关系提
出了更高的要求，譬如在 ( x

3
)2 + ( y

4
)2 = 1 的情况下，求解 f(x, y) = 4xy 的最大值

原理



将原式 f(x, y) 改写为 level curve

z = f(x, y)

那么问题的求解就可以转变为：找到 f(x, y) 和椭圆曲线相切点的 z，用图像描
述如下

根据前文我们知道，函数的梯度向量 ∇f(x, y) 垂直于 f(x, y) 的 level curve 。
因为两个曲线相切，那么他们的梯度向量应该平行。因此，
∇f(x, y) = λ∇g(x, y)（此处 g(x, y) 指代椭圆曲线），λ 是拉格朗日乘子

定理

定理证明



Chapter 14：重积分
这章的重点在于计算

多层积分与平面面积

使用拉格朗日乘子法解决限制条件下的最优化问题（应用题）

2 限制条件下的拉格朗日乘子法

∇f = λ∇g + μ∇h

多层积分

起源：对多元函数的单个变量求积分是求偏导的逆运算。设现在有函数 f(x, y)，对 x
积分可得到关于 y 的函数；同理，对 y 积分可得到关于 x 的函数。对多元函数的各
个变量逐次求积分，即可还原该函数

注意：如果对 y 积分，那么 x 是常数，y 是变量，因此 y 不可以同时出现在定积分的
区间上；对 x 同理。

利用多层积分求解平面面积：两种方式

注意：这里的求解方法和我们在单变量里面看到的是相似的，区别在于在单变量微积
分中我们没有展露对第一个变量求积分的过程，而是直接将其写成 h(x) − g(x)。这是
因为 dx 本身积分得到 x，直接带入即可。现在学习多元微积分时，我们对这个求面
积的过程的第一步进行了细化。积分式为 dx 的原因是这里是求解面积，暂时没有厚
度。后期可能会出现厚度为常数，或者厚度为一个关于 x 和 y 的函数的情况发生。此
外，这里上下界为函数，如果该函数是个常数，那么形成的图形是个矩形。
此外，不同的积分顺序不会带来结果的不同，但是在积分过程中的计算复杂性可能会
有很大的差别。

先 dx 后 dy
公式如下：



A = ∫
b

a

∫
h(y)

g(y)
dxdy

先 dy 后 dx
公式如下：

A = ∫
b

a

∫
h(x)

g(x)

dydx



二重积分与体积

导引：上一节中我们写到，能用二重积分表示面积，是因为平面没有厚度，所以我们可以
直接对 dx 或者 dy 积分。那么这一节就是在平面的基础上加了厚度。厚度可以是一个常
数，那么整个立体图形的高就是平的。但是更常见的情况是每一点的高是一个关于 x 和 y
的函数 f(x, y)

用二重积分表示体积

二重积分定义：如果 f 是在闭合区域 R 上的连续函数，那么二重积分定义如下：

∫
R

∫ f(x, y)dA = lim
|Δ|→0

n

∑
i=1

f(xi, yi)ΔAi

如果极限存在，那么说 f 在区域 R 上可积。
体积求解

如果 f 在区域 R 上可积分（R 可以是多个可积分表面的聚合），且 f 在 R 上恒
正， 那么该积分的值是体积

二重积分性质（已知 f(x, y) 为厚度）
厚度乘上常数，总体积乘上常数

对两厚度函数相加再积分，结果等于对两个厚度分别积分再相加



基底变换：极坐标下的二重积分

如果 f(x, y) > 0，最后的体积也大于 0
如果厚度 1 f(x, y) 大于厚度 2 g(x, y).，那么对厚度 1 积分后的体积大于对厚度 2 积
分后的体积

多个不相交的区域面积可以聚合，结果等于对其分别求体积再相加

二重积分计算

求解一片区域内函数的平均值：体积（对厚度为 f(x, y) 作二重积分）/面积（对厚度为 0
作二重积分）=平均高（厚度）

直角坐标系到极坐标

直角坐标系相关值：x, y, f(x, y)

极坐标相关值：r, θ, g(ρ, θ)

直角坐标系下的体积公式为：

V = ∫
R

∫ f(x, y)dxdy

对于极坐标系
元面积是一个小的扇形区间，其夹在 Δθ 中，内测边缘的半径为 r，厚度为 Δr

。如图



对于该区域，内测的弧长为 rΔθ，厚度为 Δr，因此该部分的面积近似为 rΔθΔr

那么对 Δθ 和 Δr 取极限，总的面积可以近似为

A = ∫
R

∫ f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

因此我们得到如下公式

极坐标下的积分换元公式总结



质心与转动惯量

两种积分类型：R 边界明确型 / θ 边界明确型

利用二重积分求解平面质量
对于一个平面，如果它的密度是个常数 ρ，那么直接把常数加到积分式里面去即可
如果它的密度是个变量 ρ(x, y)，那么就把 ρ(x, y) 加到积分式里面去
如果是在极坐标下，那么就需要把 ρ(x, y) 转化成 ρ(r cos θ, r sin θ)，然后再加到积分
式子里面去

求解平面质心（一阶矩）

当密度 ρ 为常数时，可无需进行积分运算，直接利用质心公式求解即可，或者肉眼观
察

设质量分布在二维平面不同坐标处，每个坐标处的质量为 ρ(x, y)dA，总质量为
∫
R
∫ ρ(x, y)dA

设现有一点 (xi, yi)，那么其在 x 轴上的矩为 xiρ(x, y)dA，其在 y 轴上的矩为
yiρ(x, y)dA

x 方向质心
为 x 轴上矩之和 / 总质量
x 轴上矩之和为 My = ∫R ∫ xρ(x, y)dA

根据前文的总质量，得出 x 方向上的质心为

mx =
∫
R
∫ xρ(x, y)dA

∫
R
∫ ρ(x, y)dA

y 方向质心
为 y 轴上矩之和 / 总质量
y 轴上矩之和为 Mx = ∫

R
∫ yρ(x, y)dA

根据前文的总质量，得出 y 方向上的质心为

my =
∫
R
∫ yρ(x, y)dA

∫R ∫ ρ(x, y)dA



二重积分求解表面积

关于多重积分求解 surface area ，Ron Larson 的课本对于那个元面积的公式来源讲解的
并不是很明确，这个文档讲解的更好：13.5: Surface Area - Mathematics LibreTexts

求解转动惯量

In the same way that mass is a measure of the tendency of matter to resist a
change in straight-line motion, the moment of inertia about a line is a measure of the
tendency of matter to resist a change in rotational motion.

转动惯量公式 I = Md2

转动惯量的求解：将上一步求解一阶矩的 x 或 y 替换为 x2 和 y2，其他内容不变

公式

其中 I0 也被称为 polar moment of inertia ，因为它有如下的特点

I0 = ∫
R

∫ (x2 + y2)ρ(x, y)dA = ∫
R

∫ r2ρ(x, y)dA

Ix = ∫
R

∫ y2ρ(x, y)dA

Iy = ∫
R

∫ x2ρ(x, y)dA

I0 = Ix + Iy

转动惯量的应用->动能公式

I =
1
2
Iω2 =

1
2
mv2

回转半径公式

r = √ I

M

原理
利用小块切平面的面积来近似曲面的面积

切平面是个菱形，其两个方向向量分别为 →u 和 →v，其中 →u 是当 y 一定时，x 方向上的
向量；而 →v 是当 x 一定时，y 方向上的向量；该菱形的面积为 |→u × →v|

切平面在 x 方向上如果前进 1 个单位，y 方向上不变，z 方向上变化 fx 个单位；因
此当 x 方向上前进 Δx 个单位时，z 方向上变化 Δxfx 个单位；那么向量
→u = (Δx, 0, fxΔx)

切平面在 y 方向上如果前进 1 个单位，x 方向上不变，z 方向上变化 fy 个单位；因
此当 y 方向上前进 Δy 个单位时，z 方向上变化 Δyfy 个单位；那么向量
→v = (0, Δy, fyΔy)

因为（此处 dA 是 Δx 和 Δy 围成的正方形面积）

https://math.libretexts.org/Bookshelves/Calculus/Calculus_3e_(Apex)/13%3A_Multiple_Integration/13.05%3A_Surface_Area


三重积分及其应用

问：三重积分求解体积和二重积分求解有什么区别？
回想一下二重积分，如果二重积分的积分单位是 dxdy，那么我们是求解平面的面积；如
果积分单位是 f(x, y)dxdy，我们求解的是在点 (x, y) 处厚度为 f(x, y) 的三面体的体积；
如果积分单位是 ρ(x, y)，我们求解的是平面上的厚度；
对于三重积分，如果我们的求解单位是 dxdydz，那么我们求解的是三维图形的体积；如果
积分单位是 f(x, y, z)，我们求解的是在点 (x, y, z) 处厚度为 f(x, y, z) 的三维图形的质量；

dS = |→u × →v| =√f 2
x + f 2

y + 1dA

那么该曲面的面积就是

S = ∫
R

∫ √1 + f 2
x + f 2

y dA

极坐标下的曲面面积
应用场景：当求解的是轴堆成立体图形时，将直角坐标系公式转化为极坐标公式更好
求解

方法
将平方根下的公式转化为带 r 和 θ 的式子
dA = rdrdθ

用辛普森公式近似面积：略

相似公式总结

三重积分的基本公式

∭
Q

f(x, y, z)dV

利用三重积分求解体积
与二重积分时同理，如果直接对 dV  进行三重积分，求解得到的就是体积，公式如下

Q =∭
Q

dV



三重积分的性质：与二重积分类似

三重积分的计算：利用多层积分（同二重积分）

比较建议的求解方法是：先求 dz 层积分，然后将得到的结果投射在二维平面上，即
可确定接下来的二重积分 dxdy 的定义域。求解的时候注意谨慎选择积分顺序。此外
必须确定各个变量的积分上下限（重要！）

利用三重积分求解质量

设函数为 f(x, y)，且点 (x, y, z) 处的密度为 ρ(x, y, z)

该三维体的质量为

M =∭ ρ(x, y, z)dV

利用三重积分求解质心和转动惯量

质心和转动惯量的求解和二维情况下相似，但是需要

x 轴上的一阶矩和质心为

Myz =∭ xρ(x, y, z)dV

myz =
∭ xρ(x, y, z)dV

∭ ρ(x, y, z)dV

y 轴上的一阶矩和质心为



圆柱坐标系和球坐标系下的三重积分

Mxz =∭ yρ(x, y, z)dV

mxz =
∭ yρ(x, y, z)dV

∭ ρ(x, y, z)dV

z 轴上的一阶矩和质心为

Mxy =∭ zρ(x, y, z)dV

mxy =
∭ zρ(x, y, z)dV

∭ ρ(x, y, z)dV

x 轴上的转动惯量

Ix =∭ y2 + z2ρ(x, y, z)dV = Ixz + Ixy

y 轴上的转动惯量

Iy =∭ x2 + z2ρ(x, y, z)dV = Ixy + Iyz

z 轴上的转动惯量

Iz =∭ x2 + y2ρ(x, y, z)dV = Ixz + Iyz

圆柱坐标系下的三重积分

圆柱坐标系复习
x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

极坐标下三维空间中的体积

对于极坐标下的三维体积分，我们的做法是在最内层对 dz 进行积分，然后转化
为二维重积分的求解。在求解二位重积分时，我们可以将三维体投影到 xOy 平
面上，以确定 r 和 θ 的边界。 - 需要由 3 个变量定义：r，θ 和 z

比较难以求解的方向是：当 r 的边界不确定（是波动的函数）
因从我们对限制条件下的三维体进行建模，也就是 r 的边界清晰。在这个限制
条件下，单个微元的形态如图



因为该微元位于半径 r 处，而夹角为 Δθ，因此其单边弧长为 rΔθ，而厚度为
Δr$，因此该微元的体积为$rΔθΔr - 那么极坐标下该三维体的体积为

V =∭ rdzdθdr

极坐标下的三重积分的一般公式为

∭ f(x, y, z)dzdxdy = ∫ ∫ (∫
h2(x,y,z)

h1(x,y)
f(x, y, z)dz)rdθdr =∭ f(r cos θ, r sin θ)rdzdr

极坐标下的体积公式

∭ f(r cos θ, r sin θ)rdzdrdθ

球坐标系下的三重积分
球坐标系复习

三个量：ρ，θ 和 ϕ
其中 ρ 是从原点到该点的距离
θ 是该坐标在 xOy 平面上的投影和 x 轴的夹角
ϕ 是原点与该坐标连成的直线与 z 轴之间的夹角

球坐标系与直角坐标系



z = ρ cosϕ

x = ρ sinϕ cos θ

y = ρ sinϕ sin θ

球坐标系的微元定义

对于球坐标系，不是所有情况下都适用，仅仅适用于 ρ,ϕ, θ 的边界比较
清楚的情况。也就是三维图形是个规整球体或者同心球的一部分。

ΔV = ρ2 sinϕΔθΔϕΔρ

微元形态定义如下：

根据上述的微元形态，我们可以看到，这个块位于半径 ρ 处，在
xOy 平面上的投影的夹角是 Δθ，其侧面的一条边长为 ρ sinϕΔθ

（重要，因为这里这个块已经被投影到 xOy 上了，θ 是 xOy 平面
上的夹角）；其与 z 轴的夹角为 ϕ，因为该块的夹角是 Δϕ，因此
这个块侧面的另一条边长为 ρΔϕ；其宽度为 Δρ。因此如果将该块
作为长方体看待，其体积为 ρ sinϕΔθρΔϕΔρ，简化一下就是

球坐标系下的体积
根据之前的微元公式，我们可以得到球系下的体积公式

V =∭ ρ2 sinϕdθdϕdρ



基底变换的新方法：Jacobian 矩阵

这里有一个非常好的油管视频，它讲解了坐标的基底变换，甚至囊括了微积分和线性代数
的关系：What is Jacobian? | The right way of thinking derivatives and integrals
(youtube.com)

球坐标系下的三重积分公式 - 一般的三重积分公式的因子不是 1，而是
f(x, y, z)，切换到球系下也就是 f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ) - 因
此，一般的三重积分公式如下

∭ f(x, y, z)dV =∭ f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ)ρ2 sinϕdθdϕdρ

Jacobian 矩阵理解
前情提要

对于单变量微积分，令 x = g(u)，那么 dx = g′(u)du，这是单变量微积分的基地
变换

对于多变量微积分，我们要进行基地变换，比如从普通的平面直角坐标系变换到
极坐标系

我们知道 x = r cos θ，y = r sin θ，那么要从 dxdy 转变到带 drdθ 的格式，就需
要我们进行基底的变换

在前面的学习中，我们主要是利用三维图形的几何关系观察进行微元的建立，在
此基础上进行基底的变换，而现在介绍了 Jacobian 矩阵，我们可以利用
Jacobian 矩阵直接进行基地的变换
令 x = f(u, v)，且 y = g(u, v)，那么 x 和 y 都是关于 u 和 v 变化的量。向量
(x, y) 在空间中是同一个量，但是我们对其基底进行了扭曲。而 Jacobian 矩阵
是个行列式，他衡量的是这个线性空间变化的量度。因此我们可以理解为什么在
求解积分，进行基底变换后，最终的积分结果的值没有发生改变，而是求解积分
的式子发生了改变。

Jacobian 矩阵公式
设 x = g(u, v)，且 y = h(u, v)，那么可得如下式子

∬
R

f(x, y)dA =∬
S

f(g(u, v),h(u, v)) dudv∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v ∣这其中的行列式就是 Jacobian 矩阵

Jacobian 行列式推导

核心：将 x, y,u, v 都看成坐标系中的向量。基底变换就是用一组向量去表示另一
组向量，Jacobian 矩阵就是指代基底变换的量度。当使用 →x, →y 去表示 →u, →v 时，
我们是假定 →u 和 →v 是垂直的向量，然后衡量在这个基础上 →x 和 →y 作为基地时面积
相较于 dudv 变化的量度。如果不明白可以参考这个视频：Oxford Calculus:
Jacobians Explained - YouTube

https://www.youtube.com/watch?v=wCZ1VEmVjVo
https://www.youtube.com/watch?v=wCZ1VEmVjVo
https://www.youtube.com/watch?v=YqMelRryG8U&t=741s
https://www.youtube.com/watch?v=YqMelRryG8U&t=741s


同样，设 x = g(u, v)，且 y = h(u, v)

那么我们现在的目标就是用带 u, v, du, dv 的式子来表示 dx 和 dy
当 v 一定时，x 在 u 方向上的变化量是 ∂x

∂u

当 u 一定时，x 在 v 方向上的变化量是 ∂x
∂v

根据前文的全微分表达式

dx =
∂x

∂u
du +

∂x

∂v
dv

同理，对 y 分析如下

dy =
∂y

∂u
du +

∂y

∂v
dv

那么你会问，既然 dx 和 dy 在原式中是直接相乘，为什么这里的 dx 和 dy 关于
u, v 的表达式不是直接相乘，而是要改成行列式，然后再乘 dudv。这是因为在
计算原式是，我们最初表达的并不是 dxdy，而是 dA，也就是 x 和 y 围成的平
行四面体的面积。在用直角坐标系表达时， dx 和 dy 可以直接相乘是因为他们
在直角坐标系中夹角为 90°，这个时候 →u 和 →v 并不是垂直的。但是在基底变换以
后，我们是假设 →u 和 →v 垂直，这个时候 →dx 和 →dy 不再是垂直的向量，他们是 →u
和 →v 的线性组合。因此我们要求解由 →dx 和 →dy 围成的平行四面体的空间，就需
要对 dx 和 dy 进行叉乘。
dx 可以拆分成 ∇ 算子和 (du, dv) 的点乘

dx = (
∂x
∂u

,
∂x
∂v

) ⋅ (du, dv)

dy 可以拆分成 ∇ 算子和 (du, dv) 的点乘

dy = (
∂y

∂u
,

∂y

∂v
) ⋅ (du, dv)

叉乘的式子如下 ∣ ∂x
∂u du

∂x
∂v dv

∂y
∂u du

∂y
∂v dv∣对该式进行求解得到

∂x

∂u
du

∂y

∂v
dv −

∂x

∂v
dv

∂y

∂u
du

该值也就是

dudv∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v ∣Jacobian 矩阵由此得，推导完成

Jacobian 矩阵计算实例：直角坐标系到极坐标系



Chapter 15：向量分析（向量场，线积分和平面积分）*
本章的重点主要在于计算，难点主要在于几个物理意义的理解及运用：包括旋度、散度、
线积分、保守场、路径独立性、格林公式、参数曲面、曲面积分、曲面的定向、曲面的通
量、散度定理、斯托克斯公式。学习之前可以先看维基百科上的简介和油管上的视频学习
内容，然后再阅读教材，这样会对课程的脉络有比较清晰的认识。油管上这个 playlist 不
错：Calculus IV: Vector Calculus (Line Integrals, Surface Integrals, Vector Fields,
Greens' Thm, Divergence Thm, Stokes Thm, etc) Full Course - YouTube 虽然说这哥们
儿之前讲 Jacobian 的时候，有一点点错误。但是他对数形结合以及基本概念的讲解很清
晰。

向量场

极坐标系回顾
x = r cos θ

y = r sin θ

Jacobian 矩阵推导
这里要求我们用 (r, θ) 表达 (x, y)，将 dxdy 转化为 Jdrdθ，那么这里的 u 就是 r
，这里的 v 就是 θ
根据 Jacobian 公式可得

dudv = drdθ∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v ∣ ∣cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ ∣简化 Jacobian 矩阵可得

= r cos2 θ + r sin2 θ = r∣cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ ∣那么可得 dxdy 应该被转化为 rdrdθ

Jacobian 矩阵应用
寻找能简化区域表达式的基底变换：尽量转换成一个贴合坐标轴的矩形。

利用基底变换简化积分求解
首先需要设置合理的基底变换，并且确定变换后的积分上下界

设 x = g(u, v)，且 y = h(u, v)

那么在积分式中直接将 f(x, y) 替换为 f(g(u, v),h(u, v))，将 dxdy 直接替换为
Jdudv（J 为 Jacobian 行列式）即可（证明略，可见课本 1047 面）

向量场概念理解

之前我们学习的向量值函数：→r(t) = x(t)→i + y(t)→j + z(t)→k，在该式中描述了一个曲
线，这个曲线的每个点的坐标由 x, y, z 这三个关于 t 的函数决定
现在我们要学习的向量值函数（2 种）

每个点是一个平面中的向量（x→i + y→j），这里的 x, y 不再是关于 t 的轨迹函
数，而是一个变量本身，也可能是关于 (x, y) 的函数

https://www.youtube.com/playlist?list=PLHXZ9OQGMqxfW0GMqeUE1bLKaYor6kbHa
https://www.youtube.com/playlist?list=PLHXZ9OQGMqxfW0GMqeUE1bLKaYor6kbHa


每个点是一个空间中的向量（x→i + y→j + z→k），这里的 x, y, z 不再是关于 t 的轨
迹函数，而是一个变量本身，也可能是关于 (x, y, z) 的函数

这样的向量值函数又称为向量场，它是平面/空间中向量的集合
向量场的应用：用向量表示力（ force field ），或用向量表示速度（ velocity

field ）

向量场定义

平面区域 R 中的向量场是给平面中的每个点 (x, y) 都分配一个向量 →F(x, y)

空间区域 R 中的向量场是给空间中的每个点 (x, y, z) 都分配一个向量 →F(x, y, z)

向量场示例
梯度场：一个函数 f(x, y) 的梯度 ∇f(x, y) = (fx, fy) 在平面直角坐标系中就是
一个梯度场，每个坐标处都有不同的梯度向量，指向该函数增长最快的路线

速度场

重力场：由万有引力定义得到

→F(x, y, z) =
−Gm1m2

|→r|2

→r

|→r|

其中 |→r|2 = x2 + y2 + z2，因为所有到原点距离相同的点的引力大小都相等，方
向都指向原点，因此该场也称为中心力场（ central force field ）

电场：由库仑定律得到

→F(x, y, z) =
cq1q2

|→r|2

→r

|→r|

平方反比场（ inverse squared field ）：像重力场和电场这样大小都和距离
的平方成反比，作用力都指向 →r 的场，称为平方反比场

向量场的连续性

一个向量场在一个点 P 连续，当且仅当该向量场所有的分量函数在该点处连续
向量场的图像绘制

不可能完整画完，所以应该挑选其中比较有代表性的一些点。可以设置
→F(x, y, z) = c (将其写成 level curve )，然后选取不同的常数 c，在其上挑选一
些点，绘制图像

判断向量场是否保守

保守向量场定义
梯度向量都垂直于 level curve
如果某个向量是梯度向量，那么它必然垂直于某个函数的 level curve ，我们
可以通过梯度反推出这个可微分的函数

对于可以反推的向量场（也就是确定该向量场中的向量是梯度向量），我们称该
向量场为保守向量场（ conservative vector field ）

准确定义



判断一个向量场是否为保守场

粗浅判断：看是否能找到每个梯度向量的原函数

准确判断：设 →F(x, y) = M→i + N→j，当且仅当

∂N

∂x
=

∂M

∂y

时该向量场为保守场。

理由：因为 M = fx，而 N = fy，因此如果对两个偏导函数再求一次导，如
果混合导数的结果相同，就代表向量场 →F(x, y) 确实是一个梯度函数，因此
该场为保守场。

找到一个保守场的原函数（ potential function ）
部分可以通过肉眼观察直接得到

部分需要进行不定积分运算：对两个分量函数求另一侧积分得到两个不定积分，
然后找到不定积分中的对应项，补足不定积分中的常数项即可

这里计算的结果是个不定积分，求得的是个通解；如果需要求解特解，那么通常
题目会给予初值条件

保守场的来源：物理学中如果一个场是保守场，那么一个物体绕场一圈，它的动能
（物体速度带来的能量）和势能（物体位置带来的能量）的和保持不变

向量场的旋度（ curl ）

旋度确定了在向量场中的一个点是否会发生转动。这里要注意的是 ∇ 不是 ∇F，在旋
度的定义中是将 ∇ 和对应函数拆分开了，计算它们的叉乘。

3 D 向量场的旋度定义如下
设现有一向量场 F(x, y, z) = M→i + N→j + P→k

该向量场的 curl  为

∇ × F(x, y, z) = = (
∂P
∂y

−
∂N
∂Z

)→i − (
∂P
∂x

−
∂M
∂z

)→j + (
∂N
∂x

−
∂M
∂y

)→k∣ →i →j →k
∂

∂x
∂
∂y

∂
∂z

M N P ∣如果一个向量场中一个点的旋度为正，代表该点有逆时针旋转的倾向；如果旋度
为负，代表该点有顺时针旋转的倾向；否则该点保持静止。

当且仅当一个场是保守场时，旋度在该场处处为 0
同样，当且仅当旋度在该场中处处为 0 时，该场是个保守场

向量场的散度 （ divergence ）



线积分

散度定义了向量场中的一个点的净出值。也就是从该点涌出的向量数目-涌入该点的向
量数目。这里也要注意 ∇ 不是 ∇F，在散度的定义中是将 ∇ 和对应函数拆分开了，
计算它们的点乘。

散度是个常数，而不是一个向量。

散度用 div 表示，它的计算公式是 ∇ ⋅ F(x, y)，对 3 维空间中的向量场类似
如果散度为 0，则可以称其为 divergence free
要求某点的散度，计算公式后带入点坐标即可

一个定理：如果 F(x, y, z) = M→i + N→j + P→k，并且 M,N ,P  都有连续的二阶导，那么该
向量场旋度的散度为 0

平滑曲线概念
一小段曲线平滑的定义是：在其定义域内，每一小段的所有函数都连续，并且不同时
为 0
平滑曲线的概念是：该曲线上每一小段的曲线都平滑

线积分计算

以前学过的积分复习

普通线积分

注意线积分和弧长的区别：在线积分中，每个线段的微元上，都有一定的权重。
线积分是该权重和弧长微元的乘积。也就是说，弧长的计算是不带权重的弧长微
元的积分，而线积分是带权重 f(x, y) 的弧长微元的积分。
记得 dS = |→r′(t)|dt

公式
二元情况下 （x, y 两个变量）

∫
c

f(x, y)dS

其中 f(x, y, z) 是对应点的权重，dS 是一小段弧长的微元。
如果 x, y 是平面直角坐标系中的变量，那么弧长微元的表达式为

dS = √1 + y′dx

或者

dS = √1 + x′dy

如果 x 和 y 是关于 t 的参数函数，也就是说弧长的轨迹由
→r(t) = x(t)→i + y(t)→j 定义，那么弧长微元的表达式为

dS =√[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt



三元情况下（x, y, z 三个变量）

∫
c

f(x, y, z)dS

其他的定义和前文二元变量情况下类似，此处不再赘述。

特例：当 f 为常数 1 时，该积分求解的是弧长本身

向量场下的线积分（ vector form ）

向量场下的线积分也就是我们之前说的类似求功的过程，这里和普通线积分的差
别在于普通线积分的权重是个标量，其表达了一条曲线上的弧长微元和权重的乘
积的和，应用场景如求解一个质量分布不均匀的线条的总质量。而向量场下的积
分中权重是个矢量（如力），求得的是该矢量和弧长微元的向量点乘。应用场景
如求做功。弧长上各处都有力的微元，但是他们指向不同的方向，通过计算每个
平滑曲线线段上的力和弧长的点乘，我们可以得到该弧长段所做的功。通过对功
进行积分，我们可以得到该弧长上的总功。需要注意的是，这里的弧长微元 d →S
也是一个矢量，但是我们可以将其转化为一个方向向量 →T  和一个标量 dS 的乘
积。

公式

∫
c

f(x, y)d →S = ∫
c

f(x, y) ⋅ →T (x, y)dS

其中 →T  是运动方向上的切线。如果 x 和 y 是参数 t 的函数，那么该式子可以写
成

∫
c

f(x, y) ⋅ →T (x, y)dS = ∫
c

f(x(t), y(t)) ⋅ →T (x(t), y(t))dS

其中 dS 的表达式和前文普通线积分中的相同。
做功公式推导

→F ⋅ →TdS = →F ⋅
→r′(t)

|→r′(t)|
|→r′(t)|dt = →F ⋅ →r′(t)dt = →Fd→r

注意：对于向量场中的线积分，定向很重要，如果积分的方向和曲线的轨迹方向
相反，则求得的积分也取反

另一种形式的向量场线积分计算（ differential form ）

设向量场下的力用 F(x, y) = M→i + N→j 表示，其中 M 和 N  都是关于 x 和 y 的
函数

设曲线轨迹用 →r(t) = x(t)→i + y(t)→j 表示
那么该情况下的线积分公式如下



保守向量场（conversative vector fields）和独立路径
（independent path）

三变量的情况可以根据此公式延伸

∫
c

→F(x, y) ⋅ →TdS

= ∫
c

→F(x, y) ⋅
→r′(t)

|→r′(t)|
|→r′(t)|dt

= ∫
c

→F(x, y) ⋅ →r′(t)dt

= ∫
c

(M
dx

dt
+ N

dy

dt
)dt

= ∫
c

Mdx + Ndy

线积分基本定理（ Funmdamental theorem of line integrals ）

在向量场的线积分中，如果有向量 F(x, y) = M→i + N→j 是某个函数 f(x, y) 的梯度，
那么该向量场的线积分等于终点处的 f 函数值-起点处的 f 函数值（也就是说该向量
场是个梯度势能场，如果起点和终点相同，从起点到终点的路径不影响做功，其做功
量就是两点之间的势能差），我们称该场为保守场

用公式如下（如果该场是个势能场，则从 a 到 b 的做功与路径无关，只同 a 和 b 两
点的位置有关）

∫
c

F(x, y) ⋅ d→r = ∫
c

∇f(x, y) ⋅ d→r = f(x(b), y(b)) − f(x(a), y(a))

对于三变量函数，情况类似

路径独立性概念理解
复习：如何判断一个三变量的函数是否为梯度场？可以参考这个油管视频：How to
Test if a Vector Field is Conservative // Vector Calculus (youtube.com)

具体来说，设一个函数为 →F(x, y, z) = M→i + N→j + P→k，这里的 M、N  和 P  分别
为

M =
∂F
∂x

N =
∂F

∂y

P =
∂F

∂z

因为我们之前学过混合求导

∂F

∂x∂y
=

∂F

∂y∂x

因此存在以下关系

https://www.youtube.com/watch?v=ZGUvyGeNT44
https://www.youtube.com/watch?v=ZGUvyGeNT44


格林公式

注意：格林公式仅仅用于闭合的曲线！其他形式的曲线请规规矩矩地用普通的线积分！

∂M

∂y
=

∂F

∂x∂y
=

∂N

∂x
∂M

∂z
=

∂F

∂x∂z
=

∂P

∂x
∂N

∂z
=

∂F

∂y∂z
=

∂P

∂y

如果对一个 3 元函数存在以上关系，那么该向量 →F(x, y, z) 为梯度向量，其存在
于势能场中。该向量场是个保守场，其中两点之间的线积分（做功）的大小只与
起始点和终点有关。该场中具有路径独立性

如果一个函数 →F(x, y, z) 是个梯度函数，那么它在保守场中，其做功仅仅取决于起点
和终点，与其行走的路径无关。这种性质我们称之为路径独立性

引申定理：对于保守场，如果做功的路径是个封闭曲线，那么其势能变化为 0，也就
是说做功为 0
以下几个概念含义相同

→F(x, y, z) 是个梯度函数
→F(x, y, z) 所在的场是保守场

在 →F(x, y, z) 所在的保守场中，其做功具有路径独立性
沿着该场中的封闭曲线做功一周，势能的变化为 0，做功量为 0

通过引入保守场和路径独立性的概念，我们对于保守场中的做功计算（向量场线积
分），有如下几种方式

将 →F(x(t), y(t), z(t)) 直接利用线积分公式求解，如果该函数中没有参数（即变量
为 x, y, z 的话），就设定一个参数，然后利用线积分的公式求解
直接利用保守场的性质，求解该场的势能函数。该向量在该路径上的做功量，就
等于终点处的使能-起点处的势能
因为路径独立性，所以可以将复杂路径中的做功求解，转化为更简单的路径中的
做功求解

机械能守恒定律：在一个保守场中，动能和势能的和保持不变。动能是物体的运动所产生
的能量，势能是物体的位置变化所产生的能量。

格林公式介绍
具体定义：对于不保守的场，简单连通平面区域（单连通区域） R 的二重积分等于
逆时针绕该平面边界的线积分的值（因为如果是保守场，绕该圈一周的线积分等于 0
嘛）

简单连通区域
简单：表示该平面的边界没有路径的交叉

定义：所有 R 的边界上（内部边界也算边界）的点，所包含的点都属于 R（简
而言之区域 R 中间没有洞，有洞的话，洞内部的点被内部边界环住，但是却不
属于 R）



公式
假设 M 和 N  都在一个包含 R 的开区间上有连续的一阶导数，那么

∫
c

Mdx + Ndy =∬
R

(
∂N

∂x
−

∂M

∂y
)dA

推导
原式准确来写应该是这样

∫
c

M(x, y)dx + N(x, y)dy =∬
R

(
∂N(x, y)

∂x
−

∂M(x, y)

∂y
)dA

我们从 2 个方向分别进行积分（x 和 y），计算绕单连通区域一圈的线积分



x 轴方向
绕该单连通区域一周的线积分可分割为：从 x = a 到 x = b 对
M(x, f1x) 进行线积分+从 x = b 到 x = a 对 M(x, f2(x)) 进行线积分
公式为



∫
c

M(x, y)dx = ∫
b

a

M(x, f1(x)) + ∫
a

b

M(x, f2(x))

= ∫
b

a

M(x, f1(x)) − ∫
b

a

M(x, f2(x))

= ∫
b

a

(M(x, f1(x)) − M(x, f2(x)))dx

= ∫
b

a

∫
f1(x)

f2(x)

∂M(x, y)

∂y
dydx

= −∫
b

a

∫
f2(x)

f1(x)

∂M(x, y)

∂y
dydx

= −∫
b

a

∫
f2(x)

f1(x)

∂M(x, y)

∂y
dA

y 轴方向
绕该单连通区域一周的线积分可分割为：从 y = c 到 y = d 对
N(g2(y), y) 进行线积分+从 y = d 到 y = c 对 N(g1(y), y) 进行线积分
公式为

∫
c

N(x, y)dy = ∫
d

c

N(g2(y), y)dy + ∫
c

d

N(g1(y), y)dy

= ∫
d

c

N(g2(y), y)dy − ∫
d

c

N(g1(y), y)dy

= ∫
d

c

(N(g2(y), y) − N(g1(y), y))dy

= ∫
d

c

∫
g2(y)

g1(y)

∂N

∂x
dxdy

= ∫
d

c

∫
g2(y)

g1(y)

∂N

∂x
dA

因为

∫
c

M(x, y)dx = −∫
b

a

∫
f2(x)

f1(x)

∂M(x, y)

∂y
dA

∫
c

N(x, y)dy = ∫
d

c

∫
g2(y)

g1(y)

∂N

∂x
dA

那么等式左右分别相加可以得到

∫
c

M(x, y)dx + ∫
c

N(x, y)dy

= ∫
d

c

∫
g2(y)

g1(y)

∂N

∂x
dA − ∫

b

a

∫
f2(x)

f1(x)

∂M(x, y)

∂y
dA

=∬
R

(
∂N(x, y)

∂x
−

∂M(x, y)

∂y
)dA

格林公式得证

格林公式的来源和意义



这节是课本中没有的，我个人加进来。我认为这个点非常重要，但是遗憾的是课本中
没有提到。油管中这个视频 Green's Theorem, explained visually (youtube.com) 的讲
解比较充分。此外，

首先，我们观察格林公式的右半边，发现了一个熟悉的结构

∂N(x, y)

∂x
−

∂M(x, y)

∂y

欸？我们之前不是学过一个旋度的定义？当向量场定义为
→F(x, y) = M(x, y)→i + N(x, y)→j 时，旋度公式同上述结构相同
因为旋度定义为

∇ × →F(x, y)

因此格林公式可以改写如下

∫
c

M(x, y)dx + ∫
c

N(x, y)dy =∬
R

∇ × →F(x, y)dA

那么问题来了，为什么可以这么定义？线积分、旋度和面积之间是什么样的关系？
根据前文对线积分的定义，我们了解到，可以把对一个曲面求解线积分，转化为
对这个单连通区域内的无穷个小的单连通区域的线积分的和。因为方向不同的边
的积分会取消。

那为什么使用旋度？因为旋度的正负衡量了向量场中的这个点是顺时针旋转还是
逆时针旋转。如果整个单连通区域是顺时针旋转，那么这个单连通区域中的每个
小点处的线积分加起来的结果应该为负；否则为正。

那么整个单连通区域和每个小的单连通区域是什么关系呢？整个单连通区域的面
积是所有小的单连通区域的面积的和，那么这个公式就可以得出来了。

简单地说：格林公式就是把所有小的面积下的旋度加起来

使用格林公式计算线积分

确定 M 和 N，直接利用公式计算

把 →F(x, y) 转化为 →r(t)，然后利用前面学过的线积分公式计算

转化为极坐标进行计算

保守场中的线积分计算结果恒为 0

利用格林公式与线积分的关系，由线积分计算面积，或者由面积计算线积分

注：可以通过插入分割线，将有洞的区域转化为单连通区域，然后利用格林公式计算
面积/线积分

因为当

∂N

∂x
−

∂M

∂y
= 1

时，格林公式右边转化为了对面积的积分

https://www.youtube.com/watch?v=8SwKD5_VL5o


∫
c

M(x, y)dx + ∫
c

N(x, y)dy =∬
R

dA = A

因此要计算面积，我们可以找一个让 ∂N
∂x − ∂M

∂y = 1 成立的 →F(x, y)

要满足上述的式子，我们可以让

M =
−y

2

N =
x

2

因此

A =
1

2
∫
c

xdy − ydx

使用格林公式的变式：3 维空间中的曲面延伸
研究三维空间中的曲线，延伸到 Stokes's theorem

设空间中的向量场为 →F(x, y, z) = M→i + N→j + 0→k

那么在该场中的旋度为

∇ × →F(x, y, z) = = (−
∂N

∂z
)→i − (−

∂M

∂z
)→j + (

∂N

∂x
−

∂M

∂y
)→k∣ →i →j →k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

M N 0 ∣该场中的线积分为

∫
c

Mdx + Ndy =∬
R

(∇ × →F(x, y, z)) ⋅ →kdA

将该式扩展到三维空间中的曲面，可得 Stokes's theorem
研究向量场的法向量，延伸到 divergence theorem

当我们研究法向量的线积分时，我们无法直接研究
→F(x, y) = M(x, y)→i + N(x, y)→j

我们设曲线的位移向量 →r(t) = x(t)→i + y(t)→j

但是因为在线积分的时候我们使用的是 ∫c →F ⋅ →Tds，因此在这里我们选择用 s 作
为向量值函数的单位。因此这里使用 →r(s) = x(s)→i + y(s)→j

那么该向量值函数的切向量可以表示为 →r′(s) = x′(s)→i + y′(s)→j

因为切向量和法向量的点乘为 0，因此我们可以设法向量为
→N(s) = y′(s)→i − x′(s)→j

那么原线积分式子就可以写成



曲面的参数表示

∫
c

→F(x, y) ⋅ →Nds = ∫
c

(M→i + N→j) ⋅ (y′(s)→i − x′(s)→j)ds

= ∫
c

(M(x, y)y′(s) − N(x, y)x′(s))ds

= ∫
c

Mdy − Ndx

= ∫
c

−Ndx + Mdy

又因为根据格林公式

∫
c

M(x, y)dx + ∫
c

N(x, y)dy =∬
R

∇ × →F(x, y)dA

原式改写如下

∫
c

−Ndx + Mdy =∬
R

(
∂M

∂x
+

∂N

∂y
)dA

因此推出

∫
c

→F ⋅ →Nds =∬
R

div →FdA

将该式扩展到 3 维空间得到的形式称为 divergence theorem

参数曲面的概念理解及绘制
普通参数曲线复习

二维平面中，参数曲线为 →r(t) = x(t)→i + y(t)→j

三维平面中，参数曲线为 →r(t) = x(t)→i + y(t)→j + z(t)→k

共同特点：其在 x, y, z 轴上的三个坐标都是关于 t 的函数

参数曲面定义
定义

参数曲面的两个变量为 u, v（定义域在平面区域 D 中），其三个参数方程
为

x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

参数方程

→r(u, v) = x(u, v)→i + y(u, v)→j + z(u, v)→k

为什么有两个变量？

如果只有 1 个变量的话，那么就是空间中的一条曲线；如果没有 →k 分量，
其在 xOy 平面上就是一条曲线。



如果有 2 个变量的话，就是空间中的一个曲面；像任何一个轴投影，都是
关于 x 和 y 的一个平面；
如果有 3 个变量的话，就是空间中的一个三维立体图形；像任何一个轴投
影，都是关于 x 和 y 的一个平面

为什么有 3 个参数方程？如果只有 2 个的话，就变成了
→r(u, v) = x(u, v)→i + y(u, v)→j，那么该位移向量就只有 2 个分量，不能算曲面啦！
这是平面中的一个参数方程啦！

参数曲面的绘制：消参+观察无法消去参数的轴，同参数的关系
用一组参数方程表示曲面

如果 z 是关于 x 和 y 的函数，那么空间中的点 (x, y, f(x, y)) 可以用向量
x→i + y→j + f(x, y)→k 来表示
如果是旋转体，就需要在函数中带上 sin θ 和 cos θ

例 1：函数 y = f(x) 关于 x 轴旋转得到的图形
x = u, y = f(u) cos v, z = f(u) sin v

其中 a ≤ u ≤ b, 0 ≤ v ≤ 2π

例 2：函数 x = f(z) 绕 z 轴旋转
z = u,x = f(u) cos v, y = f(u) sin v

参数曲面的切向量，法向量和切平面
参数曲面的形式回忆

→r(u, v) = x(u, v)→i + y(u, v)→j + z(u, v)→k

其中 u 和 v 是该曲面的两个坐标轴变量，而 x，y 和 z 是关于这两个变量的函数
参数曲面的切向量

偏导回忆
设现在有函数 F(x, y)，其中 x 和 y 都是关于 u 和 v 的函数
那么 ∂F

∂u  和 ∂F
∂v  就是 F  对 u 和 v 的偏导，由链式法则求解得到

向量值函数下的偏导和切向量求解

这里要注意的是，x, y, z 只是各个方向上的函数，而不是变量；如果要求解
对于变量 u 和 v 的导数，那么结果必然不与 →i,→j, →k 平行，而是这三个单位向
量的线性组合。

对于一个关于 2 变量 u, v 的位移向量，它的三个维度的值分别由 3 个函数
x, y, z 决定，这三个函数都是关于 u 和 v 的函数。因此，我们在讨论向量值
函数下的偏导 (以及其他特性) 时，一般而言是对 3 个维度下的函数分别讨
论
→i 方向上

x 关于 u 的变化率： ∂x
∂u

x 关于 v 的变化率： ∂x
∂v

→j 方向上
y 关于 u 的变化率： ∂y

∂u



y 关于 v 的变化率： ∂y
∂v

→k 方向上
z 关于 u 的变化率： ∂z

∂u

z 关于 v 的变化率： ∂z
∂v

因为这里的基底变量是 u 和 v，因此我们需要分别求解向量值函数 →r(u, v)

关于 u 和 v 在各个方向上的偏导
因此，向量值函数 →r(u, v) 关于 u 的变化率为

→ru =
∂r

∂u
=

∂x

∂u
→i +

∂y

∂u
→j +

∂z

∂u
→k

而向量值函数 →r(u, v) 关于 v 的变化率为

→rv =
∂r

∂u
=

∂x

∂v
→i +

∂y

∂v
→j +

∂z

∂v
→k

这两个偏导构成了在 (u, v) 一点上的切向量的值
对于平面上的点 P(x0, y0)，代入即可得到该点处的切向量的值

参数曲面的法向量
一个小的切平面的法向量，同时垂直于两个切向量

因此法向量由两个切向量进行叉乘得到

→n = →ru × →rv = ∣ →i →j →k

∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v ∣对于某一点处的法向量求解

首先将点坐标带入切向量公式，求得切向量

然后通过法向量公式计算法向量公式

然后将该点带入法向量公式，求得法向量

参数曲面的切平面
切平面的构成要素：一个垂直于该平面的法向量 →n +经过该平面的一点 P(x0, y0)

，然后利用平面公式可得切平面公式

参数曲面的面积表示
二重积分形式下的面积计算复习

设现有函数 z = f(x, y)

二重积分下的面积是面积微元进行积分构成，而面积微元是以切平面近似曲面

首先我们要明确如何表示一个面积微元，也就是一小块切平面的面积。当 x 不
变，y 前进 Δy 个单位时，切平面在 z 方向上的变化为 Δyfy，该向量可用
(0, Δy, fyΔy) 来表示；并且，当 y 不变，x 前进 Δx 个单位时，切平面在 z 方向
上的变化为 Δxfx，该向量可以用 (Δx, 0, fxΔx) 来表示
fy 方向上的向量和 fx 方向上的向量构成了一个菱形，因为根据前文我们知道，
一个菱形的面积是两个向量的叉乘。因此由向量 (0, Δy, fyΔy) 和 (Δx, 0, fxΔx)

构成的菱形的叉乘计算如下



∣ →i →j →k

0 Δy fyΔy

Δx 0 fxΔx∣根据行列式的性质，我们可以从行列式第二行提取出一个共有的乘项因子 Δy，
并且可以从第三行提取出一个共有的乘项因子 Δx，那么该行列式的形式可以改
变为

ΔyΔx∣→i →j →k

0 1 fy

1 0 fx∣那么该式的计算结果为

(fx→i + fy→j − →k)ΔyΔx

那么该向量的叉乘的大小为

dS =√f 2
x + f 2

y + 1dydx

参数曲面的面积计算
设现有参数曲面

→r(u, v) = x(u, v)→i + y(u, v)→j + z(u, v)→k

其中 x, y, z 是关于 u 和 v 的函数。
参数曲面的面积微元表示

根据前文的分析，如果切平面上的两个切向量为 →ru 和 →rv
那么一个切平面的面积，可以通过两个切向量方向上，长度为 du 和 dv 的
微元向量叉乘得到。

因此 dS = |(→rudu) × (→rvdv)| = |→ru × →rv|dudv

参数曲面的面积表示

注意 dS 和 dA 的区别，dS 表示的是曲面面积的微元，而 dA 表达的是平面
面积微元，是 dS 在平面上的投影，而投影的高度为 |→ru × →rv|

S =∬
R

dS =∬
R

|→ru × →rv|dudv =∬
R

|→ru × →rv|dA

其中 →ru 和 →rv 分别为

→ru =
∂r

∂u
=

∂x

∂u
→i +

∂y

∂u
→j +

∂z

∂u
→k

→rv =
∂r

∂u
=

∂x

∂v
→i +

∂y

∂v
→j +

∂z

∂v
→k

二重积分下的面积和参数曲面面积公式的联系

二重积分 z = f(x, y) 用向量值函数表示为 →r(x, y) = x→i + y→j + f(x, y)→k



曲面积分

如果要转化为以 u 和 v 为底的，那么 x = u, y = v, f(x, y) = f(u, v)

将二重积分公式重新表达如下

→r(u, v) = u→i + v→j + f(u, v)→k

那么两个切平面向量分别为

→ru = →i + 0→j +
∂f(u, v)

u
→k

→rv = 0→i + →j +
∂f(u, v)

v
→k

那么这两个向量的叉乘为

→ru × →rv = = (−
∂f
∂u

)→i − (
∂f
∂v

)→j + →k∣→i →j →k

1 0 ∂f
∂u

0 1 ∂f
∂v ∣该叉乘的大小为

|→ru × →rv| =√f 2
u + f 2

v + 1

那么面积微元的值就是

dS =∬
R

|→ru × →rv|dudv =∬
R

√f 2
u + f 2

v + 1dudv

又因为 x = u, y = v，因此 dx = du, dy = dv

那么原式为

dS =∬
R

√f 2
x + f 2

y + 1dxdy =∬
R

√f 2
x + f 2

y + 1dA

该式子与上述参数曲面的积分微元形式相同，那么积分以后的面积表达式必然相
同，证明 z = f(x, y) 和 →r(u, v) = x(u, v)→i + y(u, v)→j + z(u, v)→k 具有相同的面积分
形式

参数曲面的曲面积分计算

曲面积分介绍

注意：要将积分因子和曲面定义区分开。在前文我们说过，曲面是一个关于两个
变量的函数（如果是关于 3 个变量的函数，那么就变成三维空间中的一个立体图
形啦），而积分的因子是一个关于 x, y, z 三个变量的函数（你可以把这个积分因
子看作密度，它定义了三维空间中的某个点的密度，因此它的变量是 3 个变量）

曲面积分的定义同线积分类似，其在每个微元面积上加上一个权值

这个权值可以是 1（那么积分计算出的就是曲面的面积）



也可以是个常数 c （那么这个曲面的厚度就是 c）
也可以是一个关于 x, y, z 的函数 f(x, y, z)

通用的表达式是使用函数作为积分的因子，这个函数可以理解为曲面上某个微元
的密度。对所有曲面微元的面积和密度进行积分，可以求得最后的质量

曲面积分

公式

∬
R

f(x, y, z)dS

其中 dS 就是我们前一节求得的 dS
如果 z = g(x, y)，那么 f(x, y, z) 就变成 f(x, y, g(x, y))

x = g(y, z)，和第一条同理

y = g(x, z)，和第一条同理

曲面积分计算
直接使用公式计算

将带 z 的函数投影到 xOy 平面上，然后利用公式计算
部分涉及到不连续函数的情况下注意使用反常积分计算

曲面积分 vs 线积分形式
曲面积分形式如下

∬
S

f(x, y, z)dS =∬
S

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))|→ru × →rv|dA

线积分形式如下

∫
c

f(x, y, z)ds = ∫
c

f(x(t), y(t), z(t))|→r′(t)|dt

是不是很类似！

曲面的定向（ orientation ）：计算通量的前置条件

曲面可定向性的概念
单位法向量被用于曲面 S 的定向。如果对曲面 S 中每个非边界的点都有单位法
向量 →n 的话，那么该曲面是可定向的。一半曲面的方向是指从曲面向外指的那
个方向。

单位法向量的求解

根据前文的内容，一个曲面在一个点的法向量和两个平面切向量垂直

方法 1：参数曲面方程为向量值函数→r(u, v) = x(u, v)→i + y(u, v)→j + z(u, v)→k

其两个切平面向量分别为 →ru 和 →rv
那么其法向量为 →ru × →rv

转化为单位向量则为

→n =
→ru × →rv

|→ru × →rv|



或者

→n =
→rv × →ru

|→ru × →rv|

方法 2：参数曲面方程为 z = f(x, y)（也可以是 x = f(y, z) 或者 y = f(x, z)，这
两种可以自行推导其法向量公式）

通过第 13 章的知识我们知道，一个 level curve  或者 level surface  的
梯度向量总是跟这个 level curve  / level surface  垂直
那么首先我们将该参数曲面转化为一个 level surface
第一种 level curve

G(x, y, z) = f(x, y) − z = 0

该函数的梯度向量是 ∇G = ( ∂G
∂x , ∂G

∂y , −1)

那么该梯度向量方向上的单位向量是

→n =
∇G(x, y, z)

|∇G(x, y, z)|
=

Gx
→i + Gy

→j − →k

|Gx
→i + Gy

→j − →k|

第二种 level curve

G(x, y, z) = z − f(x, y) = 0

该函数的梯度向量是 ∇G = (− ∂G
∂x , − ∂G

∂y , 1)

那么该函数梯度向量方向上的单位向量是

→n =
∇G(x, y, z)

|∇G(x, y, z)|
=

−Gx
→i − Gy

→j + →k

| − Gx
→i − Gy

→j + →k|

曲面的通量（ flux ）：与法向量点乘的曲面积分形式

向量值函数形式（→r(u, v) = x(u, v)→i + y(u, v)→j + z(u, v)→k）下的曲面通量定义
曲面的通量和流过这个曲面的流体量有关，只不过这个流体是用向量场的形式表
达的；具体表现为在某个曲面微元上，垂直于该曲面微元的流体流量

流体的流量=横截面积 * 垂直于该面积的流速（因为是单位时间）

流速求解：通过该曲面的向量场为 →F(x, y, z)，而通过垂直于该面积微元的单位
法向量为 →n，那么该向量场在法向量上的投影为 →F ⋅ →n

横截面积：dS

计算出了流体流量，我们需要乘上这个曲面微元的面积，那么曲面微元上通量的
定义就是

注意这里是 dS 而不是 dA，其区别在于 dS 是曲面微元，而 dA 是平面面积
微元，也可以是曲面在 xOy 平面上的投影

ΔV =∬
R

→F ⋅ →ndS



因此流体的流量就是

V =∬
R

→F ⋅ →ndS

如果说在这个积分式子中加一项密度 ρ(x, y, z)，密度是一个关于向量场坐标的函
数，那么求得的就是该流体的质量

m =∬
R

ρ(x, y, z) →F ⋅ →ndS

z = f(x, y) 形式下的曲面通量定义
设空间中的向量场为 →F(x, y, z)

该曲面的通量的求解有 2 种方法
方法 1：将函数形式的曲面转化为向量值函数的形式，然后根据向量值函数下的
曲面通量定义求解

该曲面可以转化为如下形式的向量值函数

→r(x, y) = x→i + y→j + f(x, y)→k

那么该向量值函数的切平面的构成分量分别为 (Δx, 0, fxΔx) 和
(0, Δy, fyΔy)

那么垂直于该切平面的法向量为

→n = ∣ →i →j →k

Δx 0 fxΔx

0 Δy fyΔy∣根据行列式性质，从第二行提取出一个 Δx，从第三行提取出一个 Δy，得
到的结果为

→n = ΔxΔy∣→i →j →k

1 0 fx

0 1 fy∣该法向量为

→n = ((−fx)→i − (fy)→j + →k)ΔxΔy

我们在积分式中按照微元来计算，那么就不使用 Δx 和 Δy，而是使用 dx
和 dy。那么法向量的表达式可以改写为

→n = ((−fx)→i − (fy)→j + →k)dxdy

曲面的通量公式为（这里我们用大写的 N  来表示单位法向量，和前面的法
向量区分开来）



∬
R

→F ⋅ →NdS

单位法向量为

→N =
→n

|→n|
=

−fx→i − fy→j + →k

√1 + f 2
x + f 2

y

因为 dS 就是叉乘得到的法向量的大小，是一个标量

dS = |→n| =√f 2
x + f 2

y + 1dxdy =√f 2
x + f 2

y + 1dA

因此原式可改写为

∬
R

→F ⋅ →NdS =∬
R

→F ⋅ (
−fx→i − fy→j + →k

√1 + f 2
x + f 2

y

√f 2
x + f 2

y + 1dA) =∬
R

(−fx→i − fy→j + →k)

方法 2：将函数转化为 level surface  形式， 直接利用梯度单位向量作为法向
量，然后根据向量值函数下的曲面通量定义求解

原式为 z = f(x, y)，我们将其转化为 G(x, y, z) = z − f(x, y) = 0；该面是个
level surface ，那么该曲面的梯度向量为

∇G = −fx→i − fy→j + →k

该梯度向量垂直于 level surface ，是它的法向量，那么该梯度向量方向
上的单位法向量为

→N =
−fx→i − fy→j + →k

| − fx→i − fy→j + →k|
=

−fx→i − fy→j + →k

√f 2
x + f 2

y + 1

又因为前面推导可知

dS =√f 2
x + f 2

y + 1dA

那么原积分式可写为

∬
R

→F ⋅ →NdS =∬
R

→F ⋅
−fx→i − fy→j + →k

√f 2
x + f 2

y + 1
√f 2

x + f 2
y + 1dA =∬

R

→F ⋅ (−fx→i − fy→j +

该形式与前文我们将 z = f(x, y) 转化为向量值函数求解，得到的结果一致

两种形式的曲面通量求解总结

要注意的是曲面的定向。如果是 →rx × →ry，其定向可利用右手定则从 →rx 向 →ry
旋转确定；如果是 →ry × →rx，其定向可利用右手定则从 →ry 向 →rx 旋转确定。



线积分和面积分公式总结

设该函数为 z = f(x, y)，其在两个方向上的切向量分别为 →rx = (dx, 0, fxdx)

和 →ry = (0, fy, fydy)

通过前面的推导，我们可以看出两种形式的推导结果相同，也就是说对于
z = f(x, y)，既可以通过转化为向量值函数，然后求解，也可直接利用梯度
向量求解

如果计算时使用 →rx × →ry，那么其对应的 level surface  是
G(x, y, z) = z − f(x, y) = 0，计算出的曲面通量为

∬
R

→F ⋅ (−fx→i − fy→j + →k)dA

曲面定向朝上。

如果计算时使用 →ry × →rx，那么其对应的 level surface  是
G(x, y, z) = f(x, y) − z = 0，计算出的曲面通量为

∬
R

→F ⋅ (fx→ify→j − →k)dA

曲面定向朝下。

线积分

弧长微元的表示

ds = |→r′(t)|dt =√(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt

积分因子为 1：弧长计算

∫
c

ds = ∫
c

|→r′(t)|dt = ∫
c

√(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt

积分因子为 f(x, y)：线质量计算

∫
c

f(x(t), y(t))ds = ∫
c

f(x(t), y(t), z(t))√(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt

积分因子为 →F ⋅ d→r：功计算

∫
c

→F ⋅ →Tds = ∫
c

→F(x(t), y(t), z(t)) ⋅
→r′(t)

|→r′(t)|
ds = ∫

c

→F(x(t), y(t), z(t)) ⋅ →r′(t)dt

曲面积分（函数形式）
设该曲面的方程为 z = g(x, y)

面积微元的表示

dS =√1 + g2
x + g2

ydA

积分因子为 1：表面积计算



高斯散度定理（ Divergence theorem ）

课本这一章中，很多的公式都是直接拍你脸上，并没有给出其他的解释，所以在学习的过
程中我参考了大量的油管视频。这一节可以参考这个视频：The Divergence Theorem, a
visual explanation (youtube.com), 但是这个视频只是简单的讲述了一些累加的原则。对于
高斯散度定理讲解的更清楚的是这个视频：Gauss Divergence Theorem. Get the
DEEPEST Intuition. (youtube.com) 它类比了格林公式计算的时候，累加多个内部面积微
元的旋度来近似整个平面的旋度的方法。高斯散度定理就是累加多个体积内体积微元的散
度，来近似闭合体积表面的散度。它的思想和格林公式是异曲同工的。后面的斯托克斯公
式也是一样，很精彩！ 证明的过程可以参考可汗学院的的这个视频：Divergence theorem
proof (part 1) (video) | Khan Academy

∬
R

dS =∬
R

√1 + g2
x + g2

ydA

积分因子为 f(x, y, z)：曲面质量计算

∬
R

f(x, y, z)√1 + g2
x + g2

ydA =∬
R

f(x, y, g(x, y))√1 + g2
x + g2

ydA

积分因子为 →T：通量计算

∬
R

→F ⋅ →NdS =∬
R

→F ⋅ (−gx→i − gy→j + →k)dA =∬
R

→F ⋅ ∇GdA

曲面积分（参数形式）：→r(u, v) = x(u, v)→i + y(u, v)→j + z(u, v)→k

面积微元的表示

dS =∬
R

|→ru × →rv|dA =∬
R

|→ru × →rv|dudv

表面积计算

S =∬
R

dS =∬
R

|→ru × →rv|dA =∬
R

|→ru × →rv|dudv

曲面质量计算：设曲面上每个面积微元的密度为 f(x, y, z)

S =∬
R

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))dS

通量计算

∬
R

→F ⋅ →NdS =∬
R

→F ⋅ (→ru × →rv)dA

散度定理的理解和使用：曲面通量 （积分式为 →F ⋅ →NdS） 形式的 3 维空间扩展
曲面通量形式复习

https://www.youtube.com/watch?v=UOG3mOhv5Xo
https://www.youtube.com/watch?v=UOG3mOhv5Xo
https://www.youtube.com/watch?v=zZqxbwl3Dno
https://www.youtube.com/watch?v=zZqxbwl3Dno
https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/greens-theorem-and-stokes-theorem/divergence-theorem-proof/v/divergence-theorem-proof-part-1
https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/greens-theorem-and-stokes-theorem/divergence-theorem-proof/v/divergence-theorem-proof-part-1


∬
S

→F ⋅ →NdS

散度定理定义

设 Q 是一个被曲面 S 包裹的三维立体图形，其单位法向量默认朝向 Q 外，设 →F
是 Q 上具有连续一阶导数的向量场，那么存在如下关系

∬
S

→F ⋅ →NdS =∭
Q

div →Fdv

散度定理的简单解释
格林公式复习：格林公式的主要思想是，存在一个单连通区域，其内部面积微元
上旋度的累加和，等于这个单连通区域的面积上的旋度累加和，就等于绕这个单
连通区域一圈的线积分。因为旋度有正有负，正的旋度表明在这个单连通区域
上，向量场整体逆时针旋转；负的旋度表明在这个单连通区域上，向量场整体顺
时针旋转；而旋度为 0 时，这个单连通区域不旋转。
散度定理的含义：散度的概念是，如果散度大于 0，那么代表这个点的向量场净
值朝外，也就是这个点的主要方向是流出；如果散度小于 0，代表这个点的向量
场净值朝内，也就是这个点的主要方向是流入；否则这个点最终没有向量流入和
流出。那么对于一个三维的体积，这个体积整体的散度值是内部所有体积微元的
散度值的累加和。如果累加和大于 0，那么这个体积存在净向量流出；如果累加
和小于 0，那么这个体积存在净向量流入；否则流入和流出的向量值相等。

散度定理数学证明

课本的证明部分虽然确实是完整，但是没有给任何的解释，还是很鸡肋。

因为通过前面的内容我们知道，单位垂直法向量可以通过对函数求解梯度得到
（这里我们使用 →n，）

→n =
−fx→i − fy→j + →k

| − fx→i − fy→j + →k|
=

−fx→i − fy→j + →k

√f 2
x + f 2

y + 1
=

∇G

|∇G|

设 →F(x, y, z) = M→i + N→j + P→k，将其带入到曲面积分的表达式中可以得到

∬
R

→F ⋅ →ndS =∬
R

(M→i + N→j + P→k) ⋅ (
∇G

|∇G|
)|∇G|dA =∬

R

(M→i + N→j + P→k) ⋅ (∇G)dA

我们将 ∇G 带入得到如下式子

∬
R

→F ⋅ →ndS =∬
R

(M(→i ⋅ ∇G) + N(→j ⋅ ∇G) + P(→k ⋅ ∇G))dA

我们的证明目标是

∭
Q

div →FdV =∭
Q

(
∂M

∂x
+

∂N

∂y
+

∂P

∂z
)dV

我们将这个证明分为三个部分



斯托克斯定理 ( Stokes's theorem )

斯托克斯公式的思想和格林公式，以及高斯定理都是异曲同工的。学习的过程中可以参考
这个油管视频：Stokes (Curl) Integral Theorem Intuitively Explained (youtube.com) 斯托
克斯公式是格林公式在 3 维空间中的拓展。

证明 P(→k ⋅ ∇G)dA = ∂P
∂z dV

我们假设一个封闭的三维立体图形的上层面是 S1，其方程为
z = g1(x, y)；下层面是 S2，其方程为 z = g2(x, y) ；侧面是 S3

我们假设上层面的法向量朝上，→n1 = (−fx, −fy, 1)；下层面的法向量朝
下 →n2 = (fx, fy, −1)

那么

∬
R

P(x, y, z)(→k ⋅ ∇G)dA

=∬
S1

P(x, y, g1(x, y))(→k ⋅ (−fx→i − fy→j + →k)dA +∬
S2

P(x, y, g2(x, y))(→k ⋅ (fx

=∬
S1

P(x, y, g1(x, y))dA −∬
S2

P(x, y, g2(x, y))dA

=∭
g2(x,y)

g1(x,y)

∂P

∂z
dzdA

=∭
V

∂P

∂z
dV

证明 M(→i ⋅ ∇G)dA = ∂M
∂x dV  ，以及证明 N(→j ⋅ ∇G)dA = ∂N

∂y dV

证明方法总体同上，只是坐标轴换了，此处不再赘述

用散度定理计算三维立体图形的通量，适当时候要转化为极坐标进行计算

斯托克斯公式的理解和使用：格林公式（积分式为 →F ⋅ →Tds）计算线积分的 3 维空间扩展

注意：不要像使用洛必达法则那样，把格林公式和斯托克斯公式当唯一计算线积分的
方法；线积分和格林/斯托克斯公式哪个方便用就用哪个；其性质都是等价的。

曲面的定向：右手绕曲面旋转方向弯曲，大拇指指向的方向就是曲面法向量的方向

格林公式计算线积分复习
格林公式表明，围绕一个平面单连通区域走一周的线积分，就等于这个平面单连
通区域的面积微元上的旋度的累加和

斯托克斯定理定义

围绕空间中一个曲面边界走一周的线积分，就等于这个曲面的面积微元上的旋度
的累加和，定理表示如下曲面（使用 →NdS 是因为一个面积微元的方向是垂直于
该面积微元的法向量的方向 →N，dS 是该面积微元的大小）

∫
c

→F ⋅ →Tds = ∫
c

Mdx + Ndy + Pdz =∬
S

(curl →F) ⋅ →NdS

斯托克斯公式的证明：参考这个视频

https://www.youtube.com/watch?v=gem7PlWezIY


总结

斯托克斯公式的简单解释：斯托克斯公式是格林公式在三维空间中的拓展，其主要思
想和格林公式相同，只不过原先平面中的 dA，换成了 →NdS，此处不再赘述。

使用旋度分析三维空间中旋转流体的运动

微积分基本定理

∫
b

a

F ′(x)dx = F(b) − F(a)

线积分基本定理

∫
c

→F ⋅ d→r = ∫
c

∇f ⋅ d→r = f(x(b), y(b)) − f(x(a), y(a))

格林公式

∫
c

Mdx + Ndy =∬
R

∂N

∂x
−

∂M

∂y
dA = ∫

c

→F ⋅ →Tds = ∫
c

→F ⋅ d→r =∬
R

(curl →F) ⋅ →kdA

∫
c

→F ⋅ →Nds =∬
R

div →FdA

散度定理

∬
S

→F ⋅ →NdS =∭
Q

div →FdV

斯托克斯定理

∫
c

→F ⋅ d→r =∬
S

(curl →F) ⋅ →NdS


